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1. Johdanto	  	  Matematiikkaa	   ja	   sen	   osa-­‐alueeksi	   usein	   luettua	   tilastotiedettä	   on	   kautta	   aikojen	  pidetty	   tärkeimpien	   tieteiden	   joukkoon	   sijoittuneina	   tieteenaloina.	  Monelle	   tuttu	  sanonta	   ”matematiikka	   on	   tieteiden	   kuningatar”	   ei	   varmasti	   ole	   täysin	   tuulesta	  temmattu.	  Matematiikka	   tieteenä	  koostuu	  monista	  eri	  osa-­‐alueista,	   jotka	  yhdessä	  muodostavat	  loogisen	  kokonaisuuden.	  Monilla	  asiantuntijoilla	  ja	  harrastelijoilla	  on	  vahvoja	  mielipiteitä	   siitä,	  mitkä	  ovat	  matematiikan	   tärkeimpiä	  osa-­‐alueita,	  mutta	  miten	  ja	  kuka	  voi	  luotettavasti	  määritellä,	  mikä	  osa-­‐alue	  on	  toista	  tärkeämpi?	  Yksi	  esimerkki	   tällaisesta	  matematiikan	  palapelin	  palasesta	  on	  normaalijakauma,	   joka	  on	  myös	  ajoittain	  joutunut	  hakemaan	  paikkaansa	  matematiikan	  osasena.	  	  Normaalijakauma	   kuuluu	   osaksi	   matematiikan	   todennäköisyys-­‐	   ja	   tilastotieteen	  kokonaisuutta.	   Se	   on	   kuulunut	   tiiviisti	   myös	   lukiossa	   opiskeltavaan	  matematiik-­‐kaan	  vuosikymmenten	  ajan.	  Oikeastaan	  normaalijakauman	  voisi	  liittää	  lähes	  mihin	  tahansa.	  Jo	  muinaisten	  aikojen	  tutkijat	  havaitsivat	  useiden	  mittausvirheiden	  jakau-­‐tuvan	  normaalijakauman	  mukaisesti	  (Patel	  &	  Read,	  1982).	  Ihmisten	  perinnöllisyy-­‐dessä	  yllättävän	  useita	  ominaisuuksia,	  kuten	  tietyn	  ikäluokan	  poikien	  pituutta	  tai	  syntyvien	   tyttövauvojen	   painoja,	   voidaan	   mallintaa	   normaalijakaumalla.	   Lisäksi	  kouluarvosanoja	  ja	  testeissä	  menestymistä	  on	  varmasti	  jaettu	  lähes	  kaikille	  meistä	  normaalijakauman	   mukaisesti.	   Edellä	   on	   lueteltu	   vain	   muutamia	   esimerkkejä	  normaalijakauman	   käytännön	   sovelluksista,	   ja	   listaa	   voisi	   varmasti	   jatkaa	   usean	  sivun	   verran.	   Tämän	   todennäköisyysjakaumista	   tärkeimmäksi	   nimitetyn	   käyrän	  luulisi	   siis	   sijoittuvan	  melko	  korkealle	   aseteltaessa	  matematiikan	  osa-­‐alueita	   tär-­‐keysjärjestykseen.	  Mutta	   onko	   normaalijakauman	   asema	   sen	   tärkeydestään	   huo-­‐limatta	  niin	  vakaa?	  	  Vanhoja	  opetussuunnitelmia	   ja	  ylioppilaskokeita	   läpi	  käydessä	  nousee	  väistämät-­‐täkin	   mieleen	   huomio	   normaalijakauman	   syrjäytymisestä	   lukiomatematiikassa.	  Varhaisimmissa	   opetussuunnitelmissa	   tilastotieteelle	   on	   varattu	   lukio-­‐opetuksen	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opetussuunnitelmassa	  kaksi	  kurssia,	  ja	  normaalijakauma	  esitellään	  opiskelijoille	  jo	  osana	   ensimmäistä	  matematiikan	   kurssia.	  Nykyään	   tilastotiedettä	   käsitellään	   yh-­‐dellä	  lukiomatematiikan	  kurssilla,	  jolla	  normaalijakauma	  on	  kurssin	  viimeinen	  asia	  ja	  saattaa	  siten	  usein	  vaivaavan	  ajanpuutteen	  vuoksi	  jäädä	  heikolle	  huomiolle.	  Mitä	  viime	  vuosikymmenten	  ylioppilaskokeiden	  tehtävät	   ja	  niissä	  saavutettu	  menestys	  kertovat	  meille	  normaalijakauman	  tilasta	  nykypäivänä?	  Tutkielman	  edetessä	   jou-­‐tuu	  välillä	  miettimään,	  onko	  normaalijakauma	  tosiaan	  aikansa	  elänyt,	   ja	  onko	  sen	  vuoro	  antaa	  tilaa	  ”nykyajan”	  matematiikalle.	  	  	  Normaalijakauma	  valikoitui	  Pro	  gradu-­‐tutkielmani	  aiheeksi	  puhtaasta	  mielenkiin-­‐nosta	  kyseistä	  jakaumaa	  kohtaan.	  Kuten	  jo	  Galton	  aikanaan,	  myös	  itse	  pidän	  lähes	  taianomaisena	   kauneutena	   sitä,	   miten	   luonnon	   epäsäännöllisiltä	   vaikuttavat	   ta-­‐pahtumat	  näyttävät	  aina	  summautuvan	  kohti	  eheää	  järjestystä;	  normaalijakaumaa	  (Forrest,	  1974).	  Myös	  tulevana	  opettajana	  näen	  normaalijakauman	  tarjoamat	  mo-­‐nipuoliset	   mahdollisuudet	   niin	   tilastotieteellisen	   tutkimuksen,	   mielenkiintoisten	  sovellusten	  kuin	  oppilaiden	  arvioinninkin	  kannalta.	  Mielestäni	  normaalijakaumaan	  perehtyminen	   osana	   lukiomatematiikkaa	   on	   tärkeää,	   ja	   normaalijakauman	   tulisi	  säilyttää	  paikkansa	  myös	  tulevissa	  opetussuunnitelmissa.	  	  Tämän	   tutkielman	   tarkoituksena	   on	   kartoittaa	   normaalijakauman	   asemaa	   nyky-­‐päivänä.	  Tutkielma	  keskittyy	  normaalijakaumaan	  lukio-­‐opetuksessa,	  mutta	  tämän	  voidaan	  nähdä	  hyvin	  heijastavan	  jakauman	  asemaa	  myös	  yleisesti	  yhteiskunnassa.	  	  Tutkielmassa	  selvitetään,	  miten	  normaalijakauma	  on	  asettunut	  osaksi	  lukion	  ope-­‐tussuunnitelmaa	   viimeisten	   vuosikymmenten	   aikana.	   Lisäksi	   tutkitaan	   oppikirjo-­‐jen	  pohjalta	  normaalijakauman	  opetusta	  sekä	   lukion	   lyhyessä	  että	  pitkässä	  mate-­‐matiikassa	   sekä	   kartoitetaan	   ylioppilaskokeiden	   avulla	   opiskelijoiden	   osaamista	  aiheeseen	  liittyen.	  	  Tämä	  tutkielma	  koostuu	  yhdeksästä	  pääluvusta.	  Johdannon	  jälkeen	  esitellään	  tut-­‐kielman	  seuraamisen	  helpottamiseksi	  tarpeellinen	  matemaattinen	  teoria.	  Sen	  jäl-­‐keisessä	  luvussa	  esitellään	  tutkielmassa	  käytetyt	  metodit	  ja	  tärkeimmät	  materiaa-­‐lit.	  Varsinainen	  tutkielma	  alkaa	  kolmannessa	  luvussa	  katsauksella	  normaalija-­‐
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kauman	  historiaan	  ja	  varhaiseen	  kehitykseen.	  Tämän	  jälkeen	  seuraa	  katsaus	  suo-­‐men	  lukio-­‐opetuksen	  opetussuunnitelmiin	  sekä	  näiden	  perusteella	  analysointia	  normaalijakauman	  asemasta	  lukion	  matematiikan	  opetuksessa.	  Opetussuunnitel-­‐mista	  siirrytään	  normaalijakauman	  opetukseen	  nykypäivänä	  sekä	  yleisemmin	  ti-­‐lastotieteellisen	  ajattelun	  kehittämiseen	  lukio-­‐opiskelijoilla.	  Tämä	  luku	  sisältää	  alkuun	  hieman	  teoriaa	  tilastotieteen	  opetuksesta	  sekä	  aiheeseen	  johdattelua	  ai-­‐empien	  tutkimusten	  ja	  artikkelien	  valossa.	  Luvun	  lopussa	  on	  kirjallisuuskatsaus	  lukion	  oppikirjoihin.	  Kuudes	  luku	  käsittelee	  normaalijakaumaan	  liittyviä	  tehtäviä	  ylioppilaskokeissa	  sekä	  oppilaiden	  menestymistä	  niissä.	  Tutkielman	  loppupuolella	  pohditaan	  vielä	  normaalijakauman	  tuomia	  mahdollisuuksia	  kiisteltyyn	  ylioppilas-­‐kokeeseen	  paljon	  puhutun	  laskinuudistuksen	  jälkeen.	  Viimeisissä	  luvuissa	  esitel-­‐lään	  vielä	  mielenkiintoinen	  sovellus	  normaalijakaumasta	  sekä	  kootaan	  yhteen	  tut-­‐kielman	  johtopäätökset	  sekä	  yleistä	  pohdintaa.	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2. Matemaattinen	  teoria	  	  Tutkielman	  seuraamisen	  helpottamiseksi	  tässä	  luvussa	  esitellään	  tarvittava	  mate-­‐maattinen	   teoria.	   	   Ensin	   käsitellään	   hieman	   oleellista	   käsitteistöä,	   jonka	   jälkeen	  esitellään	  tarvittavat	  jakaumat	  ja	  niille	  ominaiset	  tunnusluvut.	  Lopussa	  käsitellään	  jakaumiin	  läheisesti	  liittyvä	  keskeinen	  raja-­‐arvolause	  ja	  binomijakauman	  normaa-­‐liapproksimaatio.	  
2.1. Käsitteistöä	  	  
Satunnaismuuttuja	  Todennäköisyyslaskenta	   I	   (Tuominen	   2007,	   s.48)	   kirjassa	   kuvataan	   satunnais-­‐muuttujan	  olevan	  väljästi	  ottaen	  ”satunnaiskokeeseen	  liittyvä	  numeerinen	  muuttu-­‐ja,	  jonka	  arvo	  on	  täysin	  määrätty,	  kun	  satunnaiskokeen	  tulos	  tunnetaan.”	  	  
Määritelmä	  Muuttujaa,	   jonka	   arvon	   määrää	   satunnaiskoe,	   kutsutaan	   satunnaismuuttujaksi	  (Kangasaho,	  Mäkinen,	   Oikkonen,	   Paasonen,	   Salmela	   &	   Tahvanainen,	   2005,	   s.30).	  Satunnaismuuttuja	   on	   otosavaruudessa	   määritelty	   reaaliarvoinen	   funktio	  𝑋:𝐸 → ℝ  (Jäppinen,	  Kupiainen	  &	  Räsänen,	  2008,	  s.153).	  	  
Odotusarvo	  Sattumaan	   perustuvassa	   toistokokeessa	   satunnaismuuttujan	   odotusarvo	  𝐸(𝑋)	  il-­‐maisee	  keskimäärin	  odotettavissa	  olevan	  tuloksen.	  	  Esimerkiksi	  sattumaan	  perus-­‐tustuvissa	   uhkapeleissä	   satunnaismuuttujan	   odotusarvo	   kertoo,	   kuinka	   paljon	  voittoa	  on	  keskimäärin	  odotettavissa.	  Odotusarvoa	  merkitään	  usein	  kirjaimella	  𝜇.	  (Alatupa	  ym.	  2010.)	  	  
Määritelmä	  Diskreetin	  satunnaismuuttujan	  𝑋,	   jonka	  arvojoukko	  on	   𝑥!, 𝑥!,… 	  ja	  vastaavat	  pis-­‐tetodennäköisyydet	  𝑝! = 𝑃 𝑋 = 𝑥! ,	  odotusarvo	  on	  luku	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𝐸 𝑋 = 𝑥!! ∙ 𝑝! 	  edellyttäen,	  että	   𝑥!! 𝑝! < ∞,	   eli	  kyseessä	  oleva	  sarja	   suppenee	   itseisesti.	  Muu-­‐toin	  sanotaan,	  että	  𝑋:llä	  ei	  ole	  odotusarvoa.	  (Tuominen	  2007,	  s.54.)	  	  
Hajonta	  ”Hajonta	   on	  mittaluku,	   joka	   kuvailee	   jakauman	   keskittymistä	   odotusarvon	   lähei-­‐syyteen.”	   (Tuominen	  2007.)	  Toisin	   sanoen	  hajontaluku	  kuvaa	  muuttujan	   arvojen	  hajaantumista	   keskiarvon	   ympärille.	   Hajontaa	   merkitään	   usein	   kirjaimella	  𝜎.	   Jos	  satunnaismuuttujalla	  𝑋	  on	  odotusarvo	  𝜇 = 𝐸(𝑋),	  𝑋:n	  varianssi	  on	  	  𝐷! 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 ! .	  Tällöin	  𝑋:n	  hajonta	  määritellään	  kaavalla	  𝐷 𝑋 = 𝐷!(𝑋).	  Hajonta	  on	  siis	  varianssin	  neliöjuuri.	  	  	  
Lause.	  Varianssi	   on	   olemassa,	   jos	   ja	   vain	   jos	  𝐸(𝑋!) < ∞,	   ja	   se	   lasketaan	   yleensä	  kaavalla	   𝐷! 𝑋 = 𝐸 𝑋! − 𝐸 𝑋 !.	  
Todistus.	  Ehdosta	  𝐸(𝑋!) < ∞	  seuraa	  aina	  odotusarvon	  olemassaolo,	  sillä	  	  𝑋 ≤ 1+ 𝑋!.	  Väitteet	  seuraavat	  siten	  identiteetistä	  (𝑋 − 𝜇)! = 𝑋! − 2𝜇𝑋 + 𝜇!	  ja	  odotusarvon	  lineaarisuudesta.	  (Tuominen	  2007,	  s.82.)	  	  Lukion	   oppikirjoissa	   ei	   yleensä	   varianssi-­‐käsitettä	   oteta	   esille,	   vaan	   useimmiten	  esitellään	  siitä	  hieman	  eroava	  käsite	  otoskeskihajonta.	  Se	  määritellään	  kaavalla	  
𝜎 = (𝑥! − 𝑥)!!!!! 𝑛 ,	  jossa	  𝑛 	  on	   havaintoyksiköiden	   lukumäärä,	  𝑥!muuttujan	   arvo	   ja	   	  𝑥 	  havaintojen	  aritmeettinen	   keskiarvo.	   (Alatupa	   ym.	   2010.)	   Tässä	   ei	   siis	   ole	   todennäköisyyttä	  mukana	  lainkaan.	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Tiheysfunktio	  Jatkuvasti	  jakautuneella	  satunnaismuuttujalla	  on	  tiheysfunktio.	  Jatkuvasti	  jakautu-­‐neen	  satunnaismuuttujan	  𝑋	  tiheysfunktiolle	  𝑓  pätee	  	  𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑓(𝑥)!! 𝑑𝑥	  kaikilla	  𝑎, 𝑏   ∈ ℝ,𝑎 < 𝑏.	  Lisäksi	  funktio	  𝑓	  on	  tiheysfunktio,	  jos	  ja	  vain	  jos	   𝑖   𝑓 ≥ 0,	  𝑖𝑖   𝑓  on	  integroituva	  yli	  ℝ:n	  ja	   𝑓(𝑥)𝑑𝑥!!! = 1.	  (Tuominen	  2007,	  s.56.)	  	  
Kertymäfunktio	  
Lause.	  Jos	   jatkuvasti	   jakautuneen	  satunnaismuuttujan	   tiheysfunktio	  on	  𝑓,	  niin	  𝑋:n	  
kertymäfunktiolle	  𝐹	  pätee	  𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = 𝑓(𝑡)!!! 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ ℝ.	  Kääntäen	  siis	  	   𝑓 𝑥 = 𝐹´(𝑥)	  kaikissa	  𝑓:n	  jatkuvuuspisteissä.	  
Todistus.	   Ensimmäinen	   väite	   seuraa	   tiheysfunktion	   määritelmästä	   valitsemalla	  𝑏 = 𝑥	  ja	  antamalla	  𝑎 → −∞	  (käyttöön	  tulee	  todennäköisyyden	  monotoninen	  jatku-­‐vuus,	  mistä	  löytyy	  tarkemmin	  Tuomisen	  kirjasta	  sivulta	  20).	  Jälkimmäinen	  väite	  on	  differentiaali-­‐	  ja	  integraalilaskentaa.	  (Tuominen,	  2007,	  s.56-­‐57.)	  
2.2. 	  Binomijakauma	  	  	  Binomijakauma	   on	   diskreetti	   todennäköisyysjakauma.	   Toistokokeessa,	   jossa	  𝑛	  on	  toistojen	   lukumäärä	   ja	  𝑝	  yksittäisen	  kokeen	  onnistumisen	   todennäköisyys,	   satun-­‐naismuuttuja	  𝑋	  on	  binomijakautunut	  parametrein	  𝑛,𝑝	  (𝑛 ∈   𝑁!, 0 ≤ 𝑝 ≤ 1).	  Tällöin	  merkitään	   𝑋~Bin 𝑛,𝑝 ,	  jos	  𝑋:n	  arvojoukko	  on	   0, 1, 2,… ,𝑛 	  ja	  sen	  pistetodennäköisyys	  on	  	  𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑛𝑘 𝑝!𝑞!!!        𝑘 = 0, 1,… ,𝑛 ,	  missä	  𝑞 = 1− 𝑝	  ja	  𝑘	  suotuisten	   toistojen	   lukumäärä.	   (Tuominen,	   2007,	   s.50-­‐51.)	  Tällöin	   satunnaismuuttujan	   𝑋 	  odotusarvo	   on	   𝐸 𝑋 = 𝜇 = 𝑛𝑝 	  ja	   keskihajonta	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𝐷 𝑋 = 𝜎 = 𝑛𝑝𝑞,	  jossa	  𝑞 = 1− 𝑝	  on	  epäsuotuisan	  tuloksen	  todennäköisyys	  (Ala-­‐tupa	  ym.	  2010,	  s.147).	  
2.3. Normaalijakauma	  	  Normaalijakauma	   on	   jatkuva	   todennäköisyysjakauma.	   Jos	   satunnaismuuttuja  𝑋	  noudattaa	  normaalijakaumaa	  parametrein	  𝜇,𝜎!  (𝜇 ∈ ℝ,𝜎 > 0),	  merkitään	  𝑋~𝑁 𝜇,𝜎! .	  Normaalisti	   jakautuneella	   satunnaismuuttujalla	  𝑋	  on	   jatkuva	   jakauma	   tiheysfunk-­‐tiona	  𝑓;	   𝑓 𝑥 = 12𝜋𝜎 𝑒!!! !!!! ! , 𝑥 ∈ ℝ.	  (Tuominen	  2007,	  s.62.)	  	  
2.4. Standardinormaalijakauma	  	  Standardinormaalijakauma	   tai	   usein	   myös	   nimellä	   normitettu	   normaalijakauma	  tunnettu	   jakauma	  on	  normaalijakauma,	  missä	   satunnaismuuttujien	  arvot	  on	  nor-­‐mitettu	  kaavalla	   𝑍 = 𝑋 − 𝜇𝜎 .	  Standardinormaalijakaumaa	   noudattavan	   satunnaismuuttujan	  𝑍	  odotusarvolle	   ja	  hajonnalle	  pätee,	  että	  𝜇 = 0	  ja	  𝜎 = 1	  ja	  sitä	  merkitään	  𝑍~𝑁 0,1 .	  Standardinormaalijakaumaa	   noudattavalla	   satunnaismuuttujalla	  𝑍	  on	   jatkuva	   ja-­‐kauma	  tiheysfunktiona	  𝜑;	   𝜑 𝑧 = 12𝜋 𝑒!!!!!        𝑧 ∈ ℝ .	  Standardinormaalijakauman	   kertymäfunktiota	   merkitään	   yleisesti	   symbolilla	  𝛷 ,	  joten	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Φ 𝑧 = 12𝜋 𝑒!!!!!!!! 𝑑𝑡     𝑧 ∈ ℝ .	  Normaalijakauman	  symmetrisyys	  sekä	  ehto	   𝜑 𝑧   𝑑𝑧!!! = 1	  huomioiden,	  Φ −𝑧 = 1− 𝛷 𝑧 .	  (Alatupa	  ym.	  2010,	  s.167-­‐168;	  Tuominen	  2007,	  s.61-­‐62.)	  
	  
Kuva	  1.	  Normitetun	  normaalijakauman	  tiheysfunktion	  𝜑	  ja	  kertymäfunktion	  Φ	  kuvaajat.	  (Tuominen,	  2007,	  s.61)	  	  Funktion	  Φ	  arvot	   on	   taulukoitu	  positiivisilla	  muuttujan	   arvoilla.	  Taulukko	   löytyy	  liitteestä	  1.	  	  Oleellinen	   ja	   erittäin	   käyttökelpoinen	   yhteys	   normaalijakauman	   ja	   standardinor-­‐maalijakauman	   välille	   saadaan	   siis	   satunnaismuuttujan	   normituksella.	   Jos	   satun-­‐naismuuttujalle	  𝑋	  pätee	  𝑋~𝑁(𝜇,𝜎!),	   niin	  !!!! ~𝑁 0,1 .	   Tällä	   normituksella	   pääs-­‐tään	  aina	  yleisestä	  normaalijakaumasta	  standardinormaalijakaumaan.	   (Tuominen	  2007,	  s.62.)	  	  	  	  
2.3. Jatkuvat jakaumat
C. Standardinormaalijakauma
Emme voi tässä perustella sitä, miksi tiheysfunktio rp,
p(n) = "'"-tr" (c e R),
osoittautuu niin keskeiseksi, että kyseistä jakaumaa kutsutaan normaalijakaumaksi
(myös nimitystä Gaussin jakauma käytetään). Normaalijakauman keskeinen asema
selviä mm. tämän kirjan luvussa 4.
Huomautus 2.3.10 Funktiolla rp ei ole alkeisfunktiota integraalifunktiona. Voidaan
kuitenkin osoittaa, että
g on tiheysfunktio <+ " = +.{Ztc
Määritelmä 2.3.11 Sm X noudattaa standardinormaalij akaumaa, merkitään
X - lf(O,1),
' jos X:llä on jatkuva jakauma tf:na
p(x): -):"-1"' (c e R).
v z7r










2.5. Keskeinen	  raja-­‐arvolause	  	  
Lause.	  Olkoon	  𝑋!,𝑋!,…	  toisistaan	  riippumattomia,	   samoin	   jakautuneita	   satunnais-­‐muuttujia,	  joilla	  on	  odotusarvo	  ja	  varianssi;	  𝐸 𝑋! = 𝜇,𝐷! 𝑋! = 𝜎!.	  Odotusarvojen	  summa	  on	  
𝑆! = 𝑋!!!!! .	  Jos	  𝜎 > 0,	  niin	  normitettu	  summa	  on	  𝑍! = 𝑆! − 𝐸(𝑆!)𝐷(𝑆!) = 𝑆! − 𝑛𝜇𝜎 𝑛 	  ja	  sille	  pätee	   𝑍! → 𝑁 0,1 ,	    jolloin  𝑃 𝑍! ≤ 𝑥 → Φ 𝑥 	  kaikilla	   𝑥 ∈ ℝ,   kun	   𝑛 → ∞ .	   (Tuominen	   2007,	   s.117.)	  Lauseen	  todistaminen	  vaatii	  karakterististen	  funktioiden	  käyttöä,	  joten	  sitä	  ei	  käy-­‐dä	  tässä	  yhteydessä	  läpi.	  Todistuksen	  pääpiirteet	  löytyvät	  esimerkiksi	  Pekka	  Tuo-­‐misen	  Todennäköisyyslaskenta	  I	  kirjan	  sivulta	  118.	  	  Mainittakoon	  vielä,	  että	  keskeisen	  raja-­‐arvolauseen	  oletuksia	  voidaan	  karsia	  siten,	  että	   satunnaismuuttujien	   samoin	   jakautuneisuus	   ei	   ole	   välttämätön.	  Niin	   sanottu	  
Lindbergin	  ehto	  on	  riittävä	  ehto,	   jotta	   satunnaismuuttujien	  normitettu	  summa	   lä-­‐hestyy	   standardinormaalijakaumaa,	   kun	  𝑛 → ∞.	   Ehto	   löytyy	  muun	  muassa	  Pekka	  Tuomisen	   Todennäköisyyslaskenta	   I	   kirjan	   sivulta	   120.	   Ilman	   karakterististen	  funktioiden	   käyttöä	   tämän	   tuloksen	   onnistui	   ensimmäisenä	   todistamaan	   suoma-­‐lainen	  J.	  W.	  Lindberg	  vuonna	  1922.	  (Tuominen	  2007,	  s.120.)	  
2.6. Binomijakauman	  normaaliapproksimaatio	  	  
Lause.	   Jos	   satunnaismuuttuja	  𝑋!	  noudattaa	   binomijakaumaa;	  𝑋!~Bin(𝑛,𝑝)	  ja	   tois-­‐tojen	  lukumäärää	  kasvatetaan;	  𝑛 → ∞,	  niin	  likimain	  𝑋!~𝑁 𝑛𝑝, 𝑛𝑝𝑞 .	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Toisin	  sanoen	  siis	  binomijakaumaa	  noudattava	  satunnaismuuttuja	  alkaa	  noudattaa	  likimain	   normaalijakaumaa	   parametrein	  𝑛𝑝, 𝑛𝑝𝑞 ,	   kun	   toistojen	   määrä	   kasvaa	  rajatta.	  (Alatupa	  ym.	  2010,	  s.213.)	  	  	  
Todistus.	  Väite	   riippuu	   vain	   satunnaismuuttujien	  𝑋!	  jakaumasta.	   Voimme	   olettaa,	  että	  𝑋!	  on	   peräisin	   toistokokeesta.	   Oletetaan,	   että	   tapahtumat	  𝐴!,… ,𝐴!	  ovat	   riip-­‐pumattomia	   tapahtumia,	   joilla	   on	   sama	   todennäköisyys	  𝑃 𝐴! = 𝑝, (𝑖 = 1,… ,𝑛).	  Kyseessä	   voidaan	   ajatella	   olevan	  𝑛-­‐kertainen	   toistokoe,	   jossa	   tapahtuman	  𝐴	  to-­‐dennäköisyys	   on	  𝑝	  ja	  𝐴! = "𝐴  𝑠𝑎𝑡𝑡𝑢𝑢  𝑖:𝑛𝑛𝑒𝑠𝑠ä  𝑘𝑜𝑘𝑒𝑒𝑠𝑠𝑎".	  Tällöin	  𝐴!:n	   indikaattori	  on	  	   1!! 𝜔 = 1, 𝑗𝑜𝑠  𝐴  𝑠𝑎𝑡𝑡𝑢𝑢  𝑖:𝑛𝑛𝑒𝑠𝑠ä  𝑘𝑜𝑘𝑒𝑒𝑠𝑠𝑎0, 𝑗𝑜𝑠  𝐴  𝑒𝑖  𝑠𝑎𝑡𝑢  𝑖:𝑛𝑛𝑒𝑠𝑠ä  𝑘𝑜𝑘𝑒𝑒𝑠𝑠𝑎.	  Indikaattorin	  merkitys	  on	  siis	  ilmaista	  sattuuko	  tapahtuma	  𝐴	  vai	  ei.	  Nyt	  merkitään	  𝑋! = 1!!!!!! ,	  missä	  yhteenlaskettavat	  ovat	  riippumattomia	  ja	  samoin	  jakautunei-­‐ta.	  Tästä	  saadaan	  johdettua	  yleinen	  tulos	  binomijakauman	  mukaisesti	  jakautuneen	  satunnaismuuttujan	   odotusarvolle	  𝐸 𝑋! 	  ja	   varianssille	  𝐷 𝑋! .	   Tarkempi	   johto	  löytyy	  esimerkiksi	  Tuomisen	  kirjan	  Todennäköisyyslaskenta	  I	  sivuilta	  86-­‐87.	  Kos-­‐ka	   lauseessa	   𝐸 𝑋! = 𝑛𝑝 	  ja	   𝐷 𝑋! = 𝑛𝑝𝑞 ,	   väite	   palautuu	   keskeiseen	   raja-­‐arvolauseeseen.	  (Tuominen,	  2007,	  s.65,	  86-­‐87,121.)	  	  Normaaliapproksimaatio	   on	  monesti	   erittäin	   hyödyllinen	   jo	   yksinkertasilta	   näyt-­‐täviä	   ongelmia	   ratkottaessa	   (Alatupa	   ym.	   2010,	   s.214).	   Approksimaation	   tulosta	  parantaa	   yleensä	   jatkuvuuskorjaus,	   jossa	   tapahtuma	   𝑋 ≤ 𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ,	   kirjoitetaan	  𝑋 ≤ 𝑘 + !! 	  ja	   vastaavasti	   𝑘! ≤ 𝑋 ≤ 𝑘! , 𝑘!, 𝑘! ∈ ℤ, 𝑘! ≤ 𝑘! 	  kirjoitetaan	  𝑘! − !! ≤ 𝑋 ≤ 𝑘! + !! 	  (Tuominen	  2007,	  s.121-­‐122).	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3. Tutkielman	  metodit	  ja	  materiaalit	  	  Tässä	  luvussa	  esitellään	  tutkielmaa	  johdattelevat	  tutkimuskysymykset,	  tutkielman	  perustana	  oleva	   tutkimusstrategia	  sekä	   tärkeimmät	  aineistot	   ja	  niiden	  analysoin-­‐timenetelmät.	  Luvun	  lopussa	  pohditaan	  myös	  hieman	  tutkielman	  luotettavuutta	  ja	  siihen	  vaikuttavia	  tekijöitä.	  Luvussa	  käytetty	  suomenkielinen	  käsitteistö	  ja	  sanasto	  perustuvat	  Hirsjärven,	  Remeksen	  ja	  Sajavaaran	  kirjaan	  Tutki	  ja	  kirjoita	  (2008)	  se-­‐kä	  Metsämuurosen	  kirjaan	  Laadullisen	  tutkimuksen	  perusteet	  (2008).	  
3.1 Tutkielman	  tarkoitus	  ja	  tutkimuskysymykset	  	  Laajasti	  muotoiltuna	  tutkielman	  päätarkoituksena	  on	  selvittää	  normaalijakauman	  asemaa	  nykypäivän	  lukiomatematiikassa.	  Tavoitetta	  lähestytään	  useasta	  eri	  näkö-­‐kulmasta	   muun	   muassa	   tutkimalla	   normaalijakauman	   asemaa	   opetussuunnitel-­‐missa	   vuosikymmenten	   aikana,	   oppikirjojen	   tarjoamaa	   teoriatietoa	   normaalija-­‐kaumasta	   sekä	   ylioppilaskirjoituksissa	   esiintyneitä	   normaalijakaumatehtäviä	   ja	  opiskelijoiden	  menestymistä	  niissä.	  Näiden	  näkökulmien	  tavoitteena	  on	  luoda	  laa-­‐ja-­‐alainen	   kuva	   siitä,	   missä	   ja	   miten	   lukio-­‐opiskelijat	   törmäävät	   normaalijakau-­‐maan	  ja	  mitä	  tietoja	  heiltä	  vaaditaan	  aiheeseen	  liittyen.	  	  Tutkimusta	  ohjaa	  siis	  tutkimuskysymys	  	  1. Mikä	  on	  normaalijakauman	  asema	  nykypäivän	  lukiomatematiikassa?	  Tarkentavia	  alakysymyksiä	  ovat	  2. Millä	  tavoin	  normaalijakauman	  asema	  eroaa	  lukion	  lyhyessä	  ja	  pitkässä	  ma-­‐tematiikassa?	  3. Millä	  tavoin	  normaalijakauma	  opetetaan	  nykypäivänä	  ja	  mikä	  siitä	  mahdol-­‐lisesti	  tekee	  vaikeaa?	  4. Millä	   tavoin	   normaalijakauma	  näkyy	   ylioppilaskirjoituksissa	   ja	  mitä	   koke-­‐lailta	  vaaditaan?	  5. Millä	  tavoin	  normaalijakaumatehtäviä	  voitaisiin	  hyödyntää	  haluttaessa	  mi-­‐tata	  opiskelijoiden	  aitoa	  matemaattista	  ymmärrystä?	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3.2 Tutkimusstrategia	  ja	  -­‐asetelma	  	  Kyseessä	  on	  laadullinen	  tutkimus,	  jossa	  keskitytään	  analysoimaan	  valmista	  aineis-­‐toa.	   Jos	   kvantitatiivinen	  eli	  määrällinen	   ja	   kvalitatiivinen	   eli	   laadullinen	   tutkimus	  ajatellaan	  toisiaan	  täydentävinä	  ennemmin	  kuin	  toisensa	  poissulkevina	  suuntauk-­‐sina,	  voidaan	  tutkielmasta	  helposti	  löytää	  molempiin	  suuntauksiin	  liittyviä	  piirtei-­‐tä	  (Hirsjärvi,	  Remes	  &	  Sajavaara,	  2008,	  s.132).	   	  Näiden	  tutkimussuuntauksien	  yh-­‐distely	   onkin	   viimeaikoina	   yleistynyt	   eikä	   niiden	   karkearajaista	   erottelua	   nähdä	  enää	  mielekkäänä.	  Termi	  multi-­‐metodinen	  tutkimus	  tarkoittaa	   tällaista	  useita	   tut-­‐kimusstrategioita	   ja	   -­‐asetelmia	   yhdistelevää	   tutkimustyyliä,	   jossa	   eri	   tutkimus-­‐suuntaukset	  täydentävät	  toisiaan.	  (Brannen,	  2004,	  s.282–296.)	  	  	  Multi-­‐metodisen	   tutkimuksen	  mallin	  mukaisesti	   tässä	   tutkielmassa	   ei	   ole	   orjalli-­‐sesti	  noudatettu	  tiettyä	  suuntausta,	  mutta	  suuntalinjat	  on	  asetettu	  tarkasti	  selkeyt-­‐tämään	   tutkimuksen	  kulkua.	  Tutkielman	  edetessä	  keskitytään	   tutkimuskysymyk-­‐sen	  tarkentaviin	  alakysymyksiin	  yksi	  kerrallaan	  ja	  rakennetaan	  niiden	  kautta	  vas-­‐tausta	   varsinaiseen	   tutkimusongelmaan.	   Tässä	   tutkielmassa	   ei	   tarkkarajaisesti	  esitetä	  yksittäistä	  teoriaosuutta	  ja	  varsinaista	  tutkimusosaa,	  vaan	  kuhunkin	  lukuun	  on	   liitetty	  erikseen	  siihen	   liittyvä	  teoriaosuus	   ja	  aiempiin	  tutkimuksiin	  perustuva	  teoriatausta.	  	  Tutkimusasetelmaa	  voisi	  kuvailla	  kartoittavalla	  tapaustutkimuksella.	  Kartoittaval-­‐la	  tutkimuksella	  tarkoitetaan	  tutkimusta,	  jossa	  keskitytään	  tietyn	  ilmiön	  tai	  asian,	  tässä	  tapauksessa	  normaalijakauman,	  ympärille	   ja	  tutkitaan	  sitä	  useista	  eri	  näkö-­‐kulmista	  sekä	  etsitään	  uusia	  näkökulmia	  tutkittavaan	  kohteeseen	  liittyen	  (Hirsjär-­‐vi	   ym.,	   2007,	   s.134).	   Tapaustutkimus	   eli	   case	   study	   tarkoittaa	   yleensä	   laadullista	  tutkimusta,	   jossa	   keskitytään	   vastaavasti	   tutkimaan	   yksittäistä	   tapausta.	   Tapaus-­‐tutkimuksen	   täsmällistä	  määrittelyä	   vaikeuttaa	   se,	   että	   tutkittava	   tapaus	   voi	   olla	  lähes	  mikä	  tahansa;	  yksilö,	  ryhmä,	  koulu,	  ilmiö	  jne.	  kuten	  Metsämuurosen	  kirjassa	  kuvataan	  (Syrjälän,	  1994,	  s.10	  mukaan):	  
”Tapaus	  on	  yleensä	  jossain	  suhteessa	  muista	  erottuva,	  se	  voi	  olla	  
poikkeava	  kielteisesti	  tai	  myönteisesti,	  mutta	  myös	  aivan	  tavalli-­‐
nen	  tyypillinen	  arkipäivän	  tapahtuma.”	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  Tapaustutkimuksessa	   tutkittavasta	   tapauksesta	  kootaan	   tietoja	  monipuo-­‐lisesti	  ja	  monella	  tavalla	  ja	  pyritään	  ymmärtämään	  ilmiötä	  entistä	  syvälli-­‐semmin.	  Tapaustutkimus	  on	  tyypillinen	  lähestymistapa	  lähes	  kaikissa	  kva-­‐litatiivisissa	   tutkimuksissa	   ja	  se	  voidaankin	  ajatella	  keskeiseksi	  kvalitatii-­‐visen	  metodologian	  tiedonhankinnan	  strategiaksi.	  (Metsämuuronen,	  2008,	  s.	  16–18.)	  
3.3 Tutkimusmenetelmä,	  aineistot	  ja	  analysointi	  	  Tapaustutkimuksessa	   aineistoa	   pyritään	   tutkimaan	   monipuolisesti	   ja	   tarkastele-­‐maan	  useista	  eri	  suunnista.	  Tällaisessa	  tutkimustyylissä	  on	  erityisen	  tärkeää	  kiin-­‐nittää	   tutkimus	   tiettyyn	   kontekstiin,	   jotta	   aineiston	   analyysi	   pysyy	  mielekkäänä.	  Tutkijan	  havainnot	  aineistosta	  saattavat	  jäädä	  lukijalle	  täysin	  irrallisiksi	  tai	  merki-­‐tyksettömiksi,	   jollei	   niitä	   sidota	   tutkimuksen	   kannalta	   oleelliseen	   kontekstiin.	  (Brannen,	  2004,	  s.282–296.)	  Tässä	  tutkielmassa	  normaalijakaumaa	  on	  tarkasteltu	  useista	   eri	   suunnista	   ja	  monien	   eri	   lähteiden	  perusteella.	  Niinpä	   havaintojen	   yh-­‐teensovittamiseksi	   on	   jo	   tutkielman	   alusta	   saakka	   pyritty	   luomaan	   yhtenäinen	  konteksti,	   joka	   sitoo	   havainnot	   koulumaailmaan,	   sen	   sisältämään	   matematiikan	  opiskeluun,	  opiskelijoihin	   ja	  heidän	  kauttaan	  myös	  osittain	  koulun	  jälkeiseen	  elä-­‐mään.	  Konteksti	  on	  kuitenkin	  hyvin	  monimutkainen	  ilmiö,	  jonka	  täsmällinen	  mää-­‐rittäminen	  on	  lähes	  mahdotonta	  (Brannen,	  2004,	  s.282–296).	  Niinpä	  tässäkin	  tut-­‐kielmassa	  konteksti	  jätetään	  melko	  löysärajaiseksi.	  	  Tutkielman	   aineisto	   on	   kerätty	   kirjallisista	  materiaaleista	   sekä	   osittain	   valmiista	  tilastoista	   ja	  aineistoista.	  Kirjallista	  materiaalia	   ja	  valmiita	  aineistoja	  käytettäessä	  tulee	  kiinnittää	  erityistä	  huomiota	  sopivan	  aineiston	  käyttämiseen	  ja	  kriittisyyteen	  (Metsämuuronen,	  2008,	  s.44).	  Koska	  tutkielmassa	  on	  haluttu	  tarkastella	  normaali-­‐jakauman	   asemaa	   monesta	   eri	   suunnasta,	   on	   tutkittaviksi	   kirjallisiksi	   materiaa-­‐leiksi	   valittu	   suomalaisia	   opetussuunnitelmia	   historiasta	   ja	   nykypäivästä,	   lukion	  oppikirjoja,	   ylioppilaskirjoituksia	   sekä	   niistä	   kerättyjä	   tilastoja	   ja	   kommentteja,	  mielipidekirjoituksia	  sekä	  lehtiartikkeleita.	  Näiden	  lisäksi	  tutkielman	  syventämistä	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varten	  on	  historiankirjoista	  kerätty	  taustatietoa	  normaalijakauman	  alkuvaiheisiin	  ja	  kehitykseen	  liittyen.	  	  Aineiston	   analyysimenetelmänä	   on	   käytetty	   sisällön	   analyysiä	   ja	   ylioppilaskirjoi-­‐tusten	  tuloksia	  tutkittaessa	  myös	  tilastollisen	  aineiston	  analyysiä.	  Analyysitapa	  on	  pääsääntöisesti	   selittämiseen	  pyrkivä	  ennemmin	  kuin	  ymmärtämistä	   tavoitteleva	  (Hirsjärvi	  ym.,	  2008,	  s.219).	  Sisällön	  analyysi	  vaihtelee	  hieman	  käytetyn	  materiaa-­‐lin	  mukaan.	   Esimerkiksi	   oppikirjojen	   sisältöanalyysissä	   on	   nostettu	   esiin	   tiettyjä	  ominaisuuksia,	   joita	  vertaillaan	  kirjoittain	  sekä	   lopuksi	  pitkän	   ja	   lyhyen	  matema-­‐tiikan	   välillä,	   kun	   taas	   opetussuunnitelmia	   on	   vertailtu	   eri	   aikakausina	   ja	   etsitty	  niistä	  mahdollisia	  yhteneväisyyksiä	  ja	  eroavaisuuksia.	  	  
3.4 Luotettavuus	  	  Tutkimuksen	   luotettavuutta	  mitattaessa	   puhutaan	   yleisesti	   kahdesta	   käsitteestä:	  tutkimuksen	   reliaabeliudesta,	   jolla	   tarkoitetaan	   tulosten	   toistettavuutta,	   ja	   tutki-­‐muksen	   validiudesta,	   jolla	   tarkoitetaan	   tutkimusmenetelmän	   kykyä	   mitata	   juuri	  haluttua	  ominaisuutta.	  Laadullisessa	  tapaustutkimuksessa	  näiden	  kahden	  suureen	  mittaaminen	  on	  hyvin	  vaikeaa	  ja	  toisaalta	  myös	  kyseenalaista.	  Erityisesti	  ihmistä	  ja	  kulttuuria	   koskevat	   tapaukset	   ovat	   yleensä	   ainutlaatuisia,	   ja	   kahteen	   täsmälleen	  samanlaiseen	  tulkintaan	  on	  lähes	  mahdotonta	  pyrkiä.	  (Hirsjärvi	  ym.,	  2008,	  s.226–227.)	  	  Erityisesti	   juuri	   tapaustutkimuksen	   luotettavuus	   on	  monesti	   asetettu	   kyseenalai-­‐seksi.	  Aineistosta	  tehtävät	  havainnot	  saattavat	  saada	  tulkitsijaan	  sidoksissa	  olevia	  subjektiivisia	  piirteitä,	  mikä	  heikentää	  tulosten	  reliaabeliutta.	  Tapaustutkimuksel-­‐la,	  kuten	  kaikella	   laadullisella	   tutkimuksella,	  on	  kuitenkin	  oma	  tarkkuutensa.	  Nii-­‐den	   luotettavuutta	   perustellaan	   siten,	   että	   niissä	   jo	   lähtökohtaisesti	   annetaan	  enemmän	   tilaa	   tutkijan	   subjektiivisille	   ja	   sattumanvaraiselle	   arvioinnille	   kuin	  muissa	  metodeissa.	  Tämä	  ei	  ole	  verrattavissa	  tarkkalinjaiseen	  kvantitatiivisen	  tut-­‐kimuksen	  tarkkuuteen,	  mutta	  lisää	  tapaustutkimuksen	  uskottavuutta	  yksittäisenä	  tutkimuksena.	  Kritiikki	  on	  kuitenkin	  aina	  hyväksi,	   sillä	   se	  herkistää	   tutkijan	  kiin-­‐
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nittämään	   huomiota	   erityisesti	   näihin	   tärkeisiin	   seikkoihin.	   (Flyvbjerg,	   2004,	  s.390–404.)	  	  Jokaisessa	   tutkimuksessa	   tulee	  kuitenkin	  pohtia	   tutkimuksen	  pätevyyttä	   ja	   tulos-­‐ten	  luotettavuutta.	  Tässä	  tutkielmassa	  luotettavuutta	  on	  pyritty	  lisäämään	  tarkoil-­‐la	   kuvauksilla	   tutkielman	   tekijän	  muodostamista	   vertailuista	   ja	   päätelmistä	   sekä	  täsmällisillä	   viittauksilla	   käytettyyn	  materiaaliin,	   jotta	   lukija	   voisi	   helposti	   palata	  tarkistamaan	   kunkin	   kohdan	   alkuperäisestä	   materiaalista.	   Kaikki	   tutkielman	   tu-­‐lokset	  perustuvat	  vain	   tutkielman	  tekijän	  eli	  yhden	  henkilön	  havaintoihin	   ja	  pää-­‐telmiin.	   Tutkielman	   reliaabeliutta	   voitaisiin	   kasvattaa	   saamalla	   vastaavanlaisia,	  tämän	  tutkielman	  tuloksia	  tukevia	  tuloksia	  muista	  tutkimuksista.	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4. Historiaa	  	  Normaalijakauman	  kehittyminen	  liitetään	  moneen	  matematiikan	  historian	  tunnet-­‐tuun	   nimeen.	   Kyseisen	   jakauman	   yksi	   tunnetuimmista	   nimityksistä	   on	   Gaussin	  käyrä.	   Nimi	   saa	   yleisesti	   vakuuttumaan,	   että	   kunnia	   jakaumasta	   kuuluu	   yksin-­‐omaan	  saksalaiselle	  Carl	  Friedrich	  Gaussille.	  Toisaalta	  enemmän	  aiheeseen	  syven-­‐tyessä	  nousee	  esille	  useita	  muitakin	  nimiä,	   jotka	  ansaitsevat	   selkeästi	  maininnan	  puhuttaessa	   normaalijakauman	   kehityksestä.	   On	   huomautettava,	   että	   eri	   lähteitä	  lukiessa	  on	  selvästi	  havaittavissa	  erilaisia	  painotuksia	  normaalijakauman	  kehityk-­‐sestä.	  	  Historioitsijoiden	  ja	  tiedekirjailijoiden	  keskuudessa	  ei	  siis	  ole	  edelleenkään	  selvää	  yksimielisyyttä	  siitä,	  kenelle	  suurin	  kunnia	  kuuluu.	  	  	  Tässä	   luvussa	   on	   tarkoitus	   luoda	   kuva	   siitä,	  miten	  moninaisten	   sattumien	   ja	   tie-­‐demiesten	  kohtaamien	  ongelmien	  kautta	  normaalijakauma	  ja	  sen	  sovellukset	  ovat	  saavuttaneet	   nykyisen	   muotonsa.	   Myöskään	   jakauman	   nimeäminen	   ei	   ole	   ollut	  täysin	  yksiselitteistä,	  ja	  siitä	  onkin	  aikojen	  saatossa	  käytetty	  jopa	  kymmeniä	  erilai-­‐sia	  nimityksiä	  perustuen	  ajoittain	   jakauman	  ominaisuuksiin	   ja	  ajoittain	  merkittä-­‐viin	  henkilöihin.	  Luvun	  viimeisessä	  kappaleessa	  käsitellään	  jakauman	  nimeämistä.	  Käytän	   itse	   läpi	   tämän	   esityksen	   nimitystä	   normaalijakauma,	   koska	   koen	   sen	  omassa	   tiedepiirissäni	  vakiintuneimmaksi	  nimitykseksi	   ja	  siten	  myös	   itselleni	   tu-­‐tuimmaksi.	   Toisaalta	   pidän	   kyseisestä	   nimityksestä	   myös	   siksi,	   ettei	   se	   kiinnitä	  tätä	  jakaumaa	  erityisesti	  kehenkään	  henkilöön,	  vaan	  antaa	  lukijan	  itse	  muodostaa	  omat	  päätelmänsä.	  
4.1. Normaalijakauman	  alkukehitys	  	  Jo	   1600-­‐luvulla	   arvioidessaan	   astronomisten	   mittauksien	   mahdollisia	   virheitä	  käytti	  Galileo	  Galilei	  apunaan	  päätelmiä,	  jotka	  ilmensivät	  monia	  normaalin	  toden-­‐näköisyysjakauman	  ominaisuuksia.	  Hän	  päätteli	  muun	  muassa,	  että	  tehtäessä	  mit-­‐tauksia	  laitteiden	  avulla	  satunnaiset	  virheet	  ovat	  väistämättömiä	  ja	  että	  pieniä	  vir-­‐heitä	   sattuu	   todennäköisemmin	   kuin	   suuria.	   Lisäksi	   hän	   päätteli,	   että	   jokaisessa	  mittauksessa	  virheen	  todennäköisyys	  on	  yhtäläinen	  molempiin	  suuntiin.	  Hän	  myös	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totesi,	   että	  suurin	  osa	  havainnoista	  kasaantuu	   lopulta	   todellisen	  arvon	  ympärille.	  (Patel	  &	  Read,	  1982,	  1.)	  	  Todennäköisyyslaskenta	  matematiikan	  osa-­‐alueena	  kehittyi	  jo	  varhain	  pohjautuen	  aluksi	   uhkapeleihin	   ja	   niiden	   todennäköisyyksiin.	   Muun	   muassa	   yksinkertaisia	  nopanheittoon	   liittyviä	   todennäköisyyksiä	   pohtivat	   1600-­‐luvulla	   Blaise	   Pascal	   ja	  Pierre	  de	  Fermat.	  Näitä	  pohdintoja	  yleistämällä	  Jacob	  Bernoulli	  määritteli	  yleisen	  binomijakauman	   sekä	   laajensi	   todennäköisyyskäsitystä	   nopanheiton	   mahdolli-­‐suuksista	   kohti	   laajempaa	   arkitodellisuutta	   1713	   julkaisemassaan	   teoksessa	   Ars	  
Conjectandi.	  Ranskalainen	  matemaatikko	  Abraham	  de	  Moivre	   tarkensi	  Bernoullin	  tuloksia	  ja	  kehitteli	  edelleen	  binomijakauman	  kaavaa.	  De	  Moivrea	  voidaankin	  kut-­‐sua	   todennäköisyyslaskennan	  uranuurtajaksi.	  Tuotannossaan	  hän	  esittelee	  muun	  muassa	   ensimmäisen	   kerran	   virhefunktion	  𝑒!!! 	  sekä	   sen	   yhteyden	   binomijakau-­‐maan.	   Hänen	   vuonna	   1718	   julkaisemansa	   teoksen	  The	  doctrine	  of	   changes	   sano-­‐taankin	   olevan	   Bernoullin	   aiemmin	   julkaiseman	   teoksen	   Ars	   Conjectandi	   ohella	  ensimmäinen	  aidosti	  systemaattinen	  todennäköisyyslaskennan	  esitys.	  	  (Lehtinen	  2000.)	  
4.2. Gaussin	  aika	  
	  Kiistämättä	   yksi	   merkittävimmistä	   henkilöistä	   normaalijakauman	   historiassa	   on	  saksalainen	  Carl	  Friedrich	  Gauss.	  Gauss	  syntyi	  vuonna	  1777	  vaatimattomaan	  sak-­‐salaisperheeseen,	  joka	  asui	  Brunswickissa.	  Gauss	  oli	  jo	  lapsesta	  saakka	  huomatta-­‐van	  lahjakas	  ja	  vuonna	  1788	  hän	  aloitti	  opinnot	  paikallisessa	  lukiossa.	  Hän	  menes-­‐tyi	  erityisen	  hyvin	  matematiikassa	  ja	  kielissä.	  Gaussin	  menestys	  lukiossa	  vakuutti	  hänen	  opettajansa,	   joiden	  ansiosta	  Brunswickin	  herttua	   lahjoitti	  Gaussille	   stipen-­‐din	  opintoja	   ja	  tutkimuksia	  varten.	  Tämän	  ansiosta	  Gauss	  pystyikin	  keskittymään	  täysipainoisesti	   opiskeluun	   ja	   tutkimuksiinsa	   vuosina	   1792–1806.	   Näistä	   ensim-­‐mäiset	  kolme	  vuotta	  hän	  opiskeli	  matematiikkaa	  ja	  klassisia	  aineita	  Collegium	  Ca-­‐rolinumissa,	  josta	  hän	  vuonna	  1795	  siirtyi	  Göttingenin	  yliopistoon	  jatkamaan	  opin-­‐tojaan	  kolmeksi	  vuodeksi.	  Vuonna	  1798	  Gauss	  palasi	  Brunswickiin,	  jossa	  hän	  työs-­‐
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kenteli	  itsekseen	  opintojensa	  parissa.	  Vuonna	  1807	  Gauss	  nimitettiin	  astronomian	  professoriksi	  Göttingenin	  yliopistoon,	  ja	  tässä	  virassa	  hän	  työskenteli	  lopun	  ikänsä.	  Carl	  Friedrich	  Gauss	  eli	  vuoteen	  1855	  saakka.	  (Hald,	  1998,	  351.)	  	  	  Vuonna	  1799	  julkaisemassaan	  tohtorin	  väitöskirjassa	  Gauss	  osoitti	  tärkeitä	  algeb-­‐raan	  liittyviä	  teoreemoja.	  Toinen	  hänen	  matemaattisesti	  merkittävistä	  teoksistaan	  oli	  vuonna	  1801	  julkaistu	  Discuisitiones	  arithmeticae	  eli	  Aritmeettisia	  tutkimuksia.	  Teoksessa	   hän	  muun	  muassa	   todistaa	   neliönjäännöslauseen,	   jonka	   Adrien-­‐Marie	  Legendre	   oli	   aiemmin	   epätäydellisesti	   todistanut.	   Kyseisellä	   teoksella	   oli	   suuri	  merkitys	   lukuteorian	  kehitykselle.	   	  Gauss	  kehitti	  pitkän	  uransa	  aikana	  useita	  ma-­‐tematiikan	  osa-­‐alueita,	  kuten	  algebraa,	  lukuteoriaa,	  analyysia	  ja	  useita	  geometrian	  suuntauksia.	  Lisäksi	  Gauss	  työskenteli	  paljon	  matemaattisen	  astronomian	  parissa	  määrittäen	  matemaattisesti	  muun	  muassa	  useiden	  planeettojen	  liikeratoja.	  	  Hänen	  pääteoksensa	   tähtitieteen	   saralla	   oli	   vuonna	  1809	   julkaistu	  Theoria	  motus	  corpo-­‐
rum	   coelestium	   eli	   Teoria	   taivaallisten	   kappaleiden	   liikkeistä,	   jossa	   hän	   julkaisi	  merkittäviä	   tuloksiaan.	   Tämä	   teos	   sisälsi	   myös	   Gaussin	   ensimmäisen	   selityksen	  pienimmän	  neliösumman	  menetelmälle.	  (Hald,	  1998,	  351.)	  	  Matemaatikkona	  Gauss	  oli	  yksinäinen	  ahertaja;	  hän	  työskenteli	  aina	  yksin.	  Hänellä	  ei	   riittänyt	   kärsivällisyyttä	   selittää	   ideoitaan	  muille	   tai	   kehitellä	   keskustelua	   aja-­‐tuksistaan.	   Astronomisissa	   tutkimuksissaan	   hänellä	   taas	   oli	   apunaan	   useita	   ast-­‐ronomeja,	  fyysikoita	  sekä	  maanmittaajia.	  Vuodesta	  1831	  Gauss	  työskenteli	  tiiviisti	  Göttingenin	   uuden	   fysiikan	   professorin,	   Wilhelm	   Eduard	   Weberin	   (1804–1891)	  kanssa.	  Gauss	  oli	  urallaan	  hyvin	  tuottelias	   ja	  kehitti	  useita	  teorioita,	  mutta	  tämän	  lisäksi	  hän	  myös	  jätti	  jälkeensä	  suuren	  määrän	  mittauksia,	  havaintoja	  ja	  tutkimus-­‐tuloksia.	  Hänen	  mittava	  elämäntyönsä	  on	  koottu	  kattavasti	  muun	  muassa	  teossar-­‐jaan	  Werke,	  josta	  on	  ilmestynyt	  jopa	  12	  osaa.	  (Hald,	  1998,	  352.)	  	  1700-­‐luvun	  loppupuolella	  Saksassa	  oltiin	  hyvin	  kiinnostuneita	  modernista	  tilasto-­‐tieteestä.	  Keskeisimmässä	  osassa	  tilastotieteellisiä	  tutkimuksia	  olivat	  populaatioi-­‐hin	  ja	  yleiseen	  elämään	  liittyvä	  tilastotiede.	  Tuon	  ajan	  merkittävin	  teos,	  joka	  käsit-­‐telu	  juuri	  näitä	  aiheita,	  oli	  Johann	  Peter	  Süssmilchsin	  Die	  göttliche	  Ordnung	  (1741).	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Matemaattisen	   tilastotieteen	   kehitykselle	   tukea	   antoivat	  muun	  muassa	   Leonhard	  Euler,	  Johann	  Heinrich	  Lambert,	  Joseph-­‐Louis	  Lagrange	  ja	  John	  Bernoulli	  III.	  Gauss	  perehtyi	  näiden	  tutkijoiden	  töihin	  ja	  otti	  vaikutteita	  heiltä.	  Myös	  erityisesti	  Pierre	  Simon	   de	   Laplacen	   tutkimukset	   niin	   astronomian	   kuin	   tilastotieteenkin	   puolelta	  vaikuttivat	  Gaussin	  työhön.	  Pienimmän	  neliösumman	  menetelmä	  kehittyikin	  Gaus-­‐sin	   ja	  Laplacen	  yhteistyössä	   lyhyen	  kirjeenvaihdon	  seurauksena.	  Gauss	  ei	  useista	  vaikutteista	   huolimatta	   koskaan	   suuremmin	   viitannut	   töissään	   käyttämiinsä	   läh-­‐teisiin.	  (Hald,	  1998,	  352.)	  	  Gauss	   siis	   teki	   jonkin	   verran	   yhteistyötä	   ranskalaisen	   Pierre	   Simon	   de	   Laplacen	  kanssa.	  He	  eivät	  tosin	  tiettävästi	  koskaan	  tavanneet,	  joten	  yhteistyö	  perustui	  täysin	  kirjeenvaihtoon.	   (Hald,	   1998,	   352.)	   Laplace	   antoi	  myös	  oman	  panoksensa	   toden-­‐näköisyyslaskennan	  kehitykselle.	  Stigler	  on	  jopa	  sanonut	  (Patel	  ym.,	  1982,	  s.2	  mu-­‐kaan)	   Laplacen	   olleen	   eniten	   vastuussa	   tilastotieteen	   kehityksestä	   verrattaessa	  kehenkä	  tahansa	  muuhun	  aikalaiseensa	  tiedemieheen.	  Laplace	  kehitteli	  tilastotie-­‐teellisiä	  työkaluja	  tutkittaessa	  nimenomaan	  suuria	  otosmääriä	  ja	  yksi	  hänen	  mer-­‐kittävimmistä	   tuloksistaan	  onkin	  keskeisen	  raja-­‐arvolauseen	   todistaminen.	   (Patel	  ym.,	  1982,	  2.)	  Laplace	   tutki	  paljon	  mittausvirheiden	  syntymistä	   ja	  pyrki	   luomaan	  toimivan	  mallin	  niiden	  muodostamalle	  jakaumalle.	  Hän	  päätyi	  kuitenkin	  toistuvas-­‐ti	  epäonnistuneisiin	  tuloksiin	  ja	   luopui	  kyseisistä	  tutkimuksista	  vuonna	  1786.	  Tä-­‐män	   jälkeen	   Gauss	   tarttui	   ongelmaan	   ja	   valitsi	   täysin	   erilaisen	   lähestymistavan,	  jota	  Laplace	  ei	   ollut	  osannut	  ottaa	  huomioon.	  Gauss	  muodosti	  Laplacen	  muodos-­‐tamalle	   mallille	   oman	   todistuksensa.	   Tästä	   alkoi	   Gaussin	   työskentely	   virheja-­‐kauman	  kehittelyn	  parissa.	  Työskentelyn	  tuloksena	  Gauss	  kirjoitti	  virhejakauman	  lopulta	  muotoon	  	     𝑓 𝛿 = ℎ𝜋 𝑒!!!!!   ,−∞ < 𝛿 < ∞,	  	  viitaten	  Laplacen	  kehittelemään	  teoreemaan	  siitä,	  kuinka	  edellisen	  funktion	  integ-­‐raali	  yli	  reaaliakselin	  on	  yksi.	  Myöhemmin	  Gauss	  tarkensi,	  että	  ℎ = 1/(𝜎 2),	  missä	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σ	  viittaa	  normaalijakauman	  hajontaan.	  Gaussin	  työskentely	  virhejakauman	  parissa	  johti	  hänet	  siis	  normaalijakaumaan.	  (Hald,	  1998,	  352-­‐355.)	  	  1800-­‐luvun	   alkupuolella	   useat	   muutkin	   tutkijat	   kehittelivät	   normaalijakaumaan	  liittyviä	  teorioita	  omilla	  tahoillaan.	  Muun	  muassa	  Adrien-­‐Marie	  Legendre	  määritte-­‐li	   itsenäisesti	  vuonna	  1805	  tähtitieteellisten	  tutkimustensa	  kautta	  pienimmän	  ne-­‐liösumman	   menetelmän.	   Nämä	   tilanteet	   aiheuttivat	   useita	   kiistoja	   tiedemiesten	  välillä	  siitä,	  kenelle	  kunkin	  kehitetyn	  teorian	  kunnia	  kuului.	  Tuohon	  aikaan	  oli	  kui-­‐tenkin	   hyvin	   tavallista,	   että	   keksijät	   työskentelivät	   omissa	   oloissaan	   täysin	   tietä-­‐mättöminä	  toistensa	  tutkimuksista	   ja	  saavutuksista.	  Ei	  siis	  voida	  pitää	  mitenkään	  yllättävänä	  sitä,	  että	  Gauss	  ei	  tiennyt	  Legendren	  tutkimuksista	  julkaistessaan	  teok-­‐sensa	  Theoria	  motus	  corporum	  coelestium	  (1809),	  jossa	  hän	  viittaa	  omaan	  pienim-­‐män	   neliösumman	  menetelmäänsä	   johtaessaan	   virhejakaumaa.	   (Patel	   ym.,	   1982,	  4.)	  	  	  Gauss	   ei	   täydentänyt	   matemaattista	   johtamistaan	   normaalijakaumalle,	   vaan	   sen	  teki	  Friedrich	  Wilhelm	  Bessel	  vuonna	  1818.	  Myöhemmin	  Gaussin	  jakaumaa	  johta-­‐essaan	  hänen	  käyttämiensä	  oletusten	  mielekkyys	  kyseenalaistettiin.	  Tosin	  hyväk-­‐syttiinpä	   hänen	   määrityksensä	   johtamiselle	   mielekkäänä	   tai	   ei,	   hänen	   saavutus-­‐tensa	   tärkeyttä	   ei	   ole	   koskaan	   tiedemaailmassa	   kyseenalaistettu.	   Lisäksi	   ymmär-­‐tääkseen	  Gaussin	  muotoileman	  normaalijakauman	  johtamisen	  tyylikkyyden	  ja	  hä-­‐nen	  lopputulostensa	  yksinkertaisuuden	  tulisi	   jokaisen	  verrata	  niitä	  Laplacen	  vuo-­‐delta	   1774	   peräisin	   oleviin	   huomattavasti	   monimutkaisempiin	   yrityksiin,	   joissa	  hän	  yrittää	  johtaa	  samoja	  tuloksia.	  (Hald,	  1998,	  355-­‐356.)	  
4.3. 	  Sovellusten	  aika	  	  Useiden	   vuosikymmenten	   ajan	   pienimmän	   neliösumman	  menetelmään	   ja	   virhei-­‐den	   lainalaisuuksiin	   liittyvät	   tutkimukset	   olivat	   edenneet	   irrallisina	   ilman	   suu-­‐rempia	  linkkejä	  tilastotieteen	  teorian	  kehitykseen.	  Normaalijakauma	  käsitteenä	  ei	  tuntunut	   heti	   löytävän	   paikkaansa	   niin	   teoreettiselta	   kuin	   soveltavaltakaan	   tie-­‐teenhaaralta.	  Myös	  Gauss	  jätti	  pian	  aiheen	  sivuun	  ja	  keskittyi	  muihin	  tutkimuksiin-­‐
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sa.	   (Seal,	  1967;	  viitannut	  Patel	  ym.,1982,	   s.5.)	  Normaaliuteen	  perustuva	  virhelaki	  nousi	  kuitenkin	  jälleen	  esiin,	  kun	  Bessel	  osoitti	  julkaisussaan	  vuonna	  1818	  havain-­‐neensa	  merkittävän	   suuren	   yhtäpitävyyden	  Gaussin	   teorian	  mukaisten	   ennustei-­‐den	  ja	  empiiristen	  havaintojensa	  välillä.	  (Patel	  ym.,	  1982,	  5.)	  Samana	  vuonna	  hän	  myös	   täydensi	  Gaussin	  esittelemälle	  normaalijakaumalle	   täsmällisen	  matemaatti-­‐sen	   esityksen.	   Tästä	   alkoi	   tilastotieteen	   kehityksen	   uusi	   aikakausi.	   Ensimmäistä	  kertaa	  luonnontieteilijöillä	  oli	  käytössään	  kahden	  parametrin	  jakauma,	  joka	  todis-­‐tetusti	  toimi.	  (Hald,	  1998,	  355.)	  	  Belgialainen	   tiedemies	  Adolphe	  Quetelet	  oli	  eräs	  ensimmäisistä,	   joka	  sovelsi	  nor-­‐maalijakaumaan	  muuhun	  kuin	  astronomisiin	   tutkimuksiin.	   Stiglerin	  mukaan	   (vii-­‐tannut	  Patel	  ym.,	  1982,	  s.6)	  hän	  sovitti	  100	  000:n	  varusmiehen	  pituuksia	  symmet-­‐riseen	  binomijakaumaan,	  tuntien	  myös	  Laplacen	  keskeisen	  raja-­‐arvoteorian.	  Que-­‐teletin	   lisäksi	   englantilainen	  monialainen	   tiedemies	   Francis	   Galton	   käytti	   hyväk-­‐seen	  normaalijakauman	  aiempia	  tutkimuksia.	  Hän	  oli	  serkkunsa	  Charles	  Darwinin	  kautta	  kiinnostunut	  tutkimaan	  erityisesti	  ihmistieteitä	  ja	  etsi	  niiden	  kautta	  tilastol-­‐lisia	  järjestelmällisyyksiä.	  Teoksessaan	  Natural	  Inheritance	  (1889)	  hän	  kehitti	  Que-­‐teletin	  tulosten	  jatkeena	  muun	  muassa	  mallin,	  joka	  kuvastaa	  vanhempien	  ja	  heidän	  jälkeläistensä	  pituuksien	  välistä	  riippuvuutta.	  Galtonin	   julkaisut	  vauhdittivat	  eng-­‐lantilaisen	  koulukunnan	  biometriikan	  kehittymistä.	  Eläintieteilijä	  W.	  F.	  R.	  Weldon	  muun	  muassa	  esitti	  ajatuksia	  siitä,	  että	  tilastolliset	  metodit	  saattaisivat	  tukea	  Dar-­‐winin	   evoluutioteoriaa	   ja	   Galtonin	   muotoilema	   law	   of	   error	   sai	   Weldonin	   aluksi	  uskomaan,	   että	   kaikki	   fysikaaliset	   ominaisuudet	   homogeenisessa	   eläinpopulaati-­‐ossa	  noudattaisivat	  normaalijakaumaa.	  (Patel	  ym.,	  1982,	  6-­‐7.)	  	  Weldonin	  ajatukset	   jättivät	  kuitenkin	  avoimeksi	  monia	  kysymyksiä.	  Karl	  Pearson	  pyrki	   vastaamaan	   näihin	   tekemällä	   tiettyjä	   yleistyksiä	   ja	   tuomalla	   täsmällisyyttä	  Galtonin	  pohdintaan	  riippuvuussuhteista	  sekä	  kehittelemällä	  näiden	  kautta	  teori-­‐an	  useasta	   riippuvuussuhteesta.	   Francis	   Eggeworth	   (1892)	   tarjosi	   ensimmäisenä	  mallin	  monimuuttujaisesta	  normaalijakaumasta	  kahden,	  kolmen	  ja	  neljän	  muuttu-­‐jan	   tapauksissa	   ja	   Pearson	   (1896)	   antoi	   tälle	  mallille	   täsmällisen	  matemaattisen	  esityksen	  (Seal,	  1967,	  viitannut	  Patel	  ym.	  1982,	  s.8).	  Tämän	  monimuuttujaisen	  eli	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yhdistetyn	   normaalijakauman	  muodossa	   ja	   ratkaisussa	   ei	   kuitenkaan	   heti	   nähty	  samankaltaisuutta	   Gaussin	   vuoden	   1809	   normaalijakauman	   malliin.	   (Patel	   ym.,	  1982,	  7-­‐8.)	  	  Yrittäessään	   sovittaa	   tutkimustuloksiaan	   frekvenssijakaumaan	   Pearsonille	   heräsi	  epäilys	   sovituksen	   luotettavuudesta.	   Tuohon	   aikaan	   tutkimustuloksia	   sovitettiin	  yhdistettyyn	  normaalijakaumaan	  pääsääntöisesti	  kokeilemalla	  ja	  päätymällä	  siten	  yleensä	   virheellisiin	   tuloksiin.	   Pearson	   tarttui	   tähän	   ongelmaan	   vuonna	   1894	   ja	  kehitti	   avuksi	  method	  of	  moments	  –menetelmän	   sovitettaessa	   empiirisiä	   tuloksia	  frekvenssijakaumaan.	   Pearson	   jäi	   kuitenkin	   edelleen	   hieman	   epäillen	   pohtimaan	  sovitetun	  jakauman	  järkevyyttä.	  Tämä	  epäilys	  johti	  Pearsonin	  vuoden	  1900	  julkai-­‐suihin,	   joissa	  hän	  esitteli	  khiin	  neliötestin.	  Tästä	   sovituksen	  oikeellisuutta	  mittaa-­‐vasta	  testistä	  muodostui	  modernin	  tilastotieteen	  kulmakivi.	  Tämä	  menetelmä	  sel-­‐keytti	   huomattavasti	   empiiristen	   tulosten	   sovittamista	   todennäköisyysjakaumiin.	  (Patel	  ym.	  1982,	  8-­‐9.)	  	  Normaalijakaumaa	   sovelsi	   tutkimuksissaan	   myös	   skotlantilainen	   matemaattinen	  fyysikko	   James	  Clerk	  Maxwell,	   jonka	   tutkimukset	   liittyivät	  kaasujen	  kinetiikkaan.	  Hän	   julkaisi	  ensimmäisen	  aiheeseen	   liittyvän	  merkittävän	   tutkimuksensa	  vuonna	  1860.	   Julkaisussaan	   hän	   esitteli	   tuloksen,	   jonka	  mukaan	   tietyin	   geometrisin	   ole-­‐tuksin	  tyhjiössä	  suoraviivaisessa	  liikkeessä	  olevien	  vapaiden	  kaasuhiukkasten	  no-­‐peudet	  jakautuvat	  normaalijakauman	  mukaisesti.	  	  Hänen	  tuloksensa	  oli	  ensimmäi-­‐nen	  merkittävä	  pyrkimys	  kuvata	  kaasuhiukkasten	   liikettä	   tilastollisella	   funktiolla	  deterministisen	  funktion	  sijaan.	  Maxwell	  kirjoitti	  julkaisussaan,	  että	  	  
”Nopeudet	  ovat	  jakautuneet	  hiukkasten	  välillä	  saman	  lain	  mukaises-­‐
ti,	  kuin	  virheet	  ovat	  jakautuneet	  havaintojen	  välillä	  pienimmän	  neliö-­‐
summan	  menetelmässä.”	  
	  Maxwellin	  tulokset	  ohjasivat	  myös	  Boltzmannin	  työtä	  statistisen	  mekaniikan	  mo-­‐dernin	  teorian	  osalta.	  (Patel	  ym.,	  1982,	  6.)	  	  1800-­‐luvun	   lopulla	   jo	   useat	   tiedemiehet	   käyttivät	   normaalijakauman	   sovelluksia	  hyödykseen	   edistämättä	   kuitenkaan	   varsinaisesti	   todennäköisyysteoriaa.	   Samoi-­‐
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hin	  aikoihin	  venäläinen	  koulukunta	  kuitenkin	  suuntasi	  tutkimuksensa	  juuri	  toden-­‐näköisyysteoriaan.	   Venäläinen	   Pafnuty	   Lvovich	   Chebyshev	   käytti	   vuonna	   1887	  tutkimuksissaan	  myös	   Pearsonin	   kehittelemää	  method	  of	  moments	  –menetelmää,	  tosin	  ilman	  täsmällisiä	  silloisia	  tarkistuksia	  ja	  todistuksia.	  	  Chebyshev	  teki	  merkit-­‐täviä	   tutkimuksia,	   jotka	   johtivat	   kohti	   keskeisen	   raja-­‐arvolauseen	   ja	   satunnais-­‐muuttujien	  asemaa	  oikeina	  matemaattisina	  olioina.	  Tässä	  auttoivat	  muun	  muassa	  Chebyshevin	   määrittelemät	   rajoitukset	   sille,	   missä	   tapauksissa	   keskeinen	   raja-­‐arvolause	  pätee	  ja	  missä	  ei.	  Chebyshevin	  oppilaiden	  Andrei	  Markovin	  ja	  Alexander	  Lyapunovin	   tehtäväksi	   jäi	   vuonna	   1898	   muotoilla	   hänen	   teoriansa	   täsmälliseen	  muotoon	   sekä	   luoda	   yleisemmin	   pätevä	   perusteellinen	   todistus	   keskeiselle	   raja-­‐arvolauseelle	  klassisen	  analyysin	  menetelmin.	  (Patel	  ym.,	  1982,	  9-­‐10.)	  	  Oikeastaan	   voidaan	   sanoa,	   että	   normaalijakauman	   alkuvaiheet	   muodostavat	   sa-­‐malla	  koko	  tilastotieteen	  alkuaskeleet	  omana	  tieteenalana.	  Olettamukset	  ja	  määri-­‐telmät	  normaaliuteen	  liittyen	  ovat	  olleet	  avainasemassa	  tilastollisessa	  analyysissä	  vuosikymmenten	   ajan.	   1960-­‐luvulta	   lähtien	   on	   kuitenkin	   kiinnitetty	   selvästi	  enemmän	   huomiota	  myös	   näiden	   olettamusten	   kyseenalaistamiseen.	   Kehityksen	  myötä	   tiedeyhteiskunta	   on	  muuttunut	   kriittisemmäksi	   ja	   siksi	   teoriat	   tarvitsevat	  vankkoja	  kannattajia,	  jotka	  puolustavat	  ja	  väittelevät	  niiden	  puolesta,	  kun	  toisaalta	  ne	  kyseenalaistetaan.	  (Patel	  ym.	  1982,	  11.)	  Viime	  vuosikymmenet	  ovatkin	  kyseen-­‐alaistamisten	  kautta	  vahvistaneet	  tilastotieteen	  asemaa	  omana,	  erittäin	  käyttökel-­‐poisena	  tieteenalanaan.	  	  
4.4. Normaalijakauman	  nimeäminen	  
	  Jo	   normaalijakauman	   alkuvaiheista	   saakka	   siitä	   on	   käytetty	   useita	   erilaisia	   nimi-­‐tyksiä.	  Sitä	  on	  nimetty	  muun	  muassa	  useiden	  sen	  kehitykseen	  vaikuttaneiden	  ma-­‐temaatikoiden	  mukaan	  ja	  toisaalta	  sen	  ominaisuuksien	  ja	  käytön	  perusteella.	  Stig-­‐ler	  on	  huomauttanut	  (Patel	  ym.,	  1982,	  s.11	  mukaan),	  että	  vaikka	   jotkut	  modernit	  tiedekirjailijat	   kutsuvat	   jakaumaa	   Laplacen,	   Gaussin	   tai	   Laplacen-­‐Gaussin	   ja-­‐kaumaksi,	  nämä	  nimitykset	  ovat	  toisten	  mukaan	  hyvinkin	  harhaanjohtavia	  antaen	  
24	   	  
	  
kunnian	  kyseisestä	  jakaumasta	  näille	  nimetyille	  tiedemiehille.	  Juuri	  kukaan	  ei	  taas	  nimitä	   jakaumaa	   Abraham	   de	   Moivren	   mukaan,	   vaikka	   hän	   nykytiedon	  mukaan	  olikin	   ensimmäinen	   normaalijakauman	   käyttäjä.	   Francis	   Galton	   käyttää	   teoksis-­‐saan	   jakaumasta	  useita	  eri	  nimityksiä,	  mikä	   ilmentää	  sitä,	  että	  ennen	  1900-­‐lukua	  yksikään	   nimityksistä	   ei	   ollut	   vielä	   vakiintunut	   tiedeyhteisön	   käyttöön.	   Galtonin	  käyttämiä	  nimityksiä	  ovat	  muun	  muassa	  law	  of	  frequency	  of	  errors,	  the	  exponential	  
law,	  law	  of	  deviation	  from	  an	  average	  ja	  law	  of	  errors	  of	  observation.	  Ensimmäisenä	  nimitystä	  normal	   law	   	   käytti	   amerikkalainen	   Charles	   Peirce	   vuonna	   1873	   ja	   hie-­‐man	  myöhemmin	  myös	  Galton.	  Nimitykset	  normaali	  laki	  ja	  normaalijakauma	  	  saa-­‐vuttivat	   yleisen	   hyväksynnän	   englantilaisessa	   koulukunnassa,	   kun	   Karl	   Pearson	  väitti	  keksineensä	  kyseisen	  lain.	  Hän	  oli	  kuitenkin	  tietämätön	  sanan	  aikaisemmas-­‐takin	  käytöstä.	  (Patel	  ym.,	  1982,	  11-­‐12.)	  	  	  Gauss	   käytti	   normaaliin	   yhtälöön	   viittaavaa	   nimitystä,	   sillä	   hän	   halusi	   ilmeisesti	  painottaa	  nimen	  normaali	  viittaavan	   jakauman	  ominaisuuteen	  ortogonaalisena	   ja	  symmetrisenä	  ennemmin	  kuin	  tavallisena	  jakaumana.	  Kun	  1800-­‐luvun	  lopulla	  tie-­‐demiehet	  alkoivat	  hyväksyä	  nimityksen	  normaalijakauma	   	   yleisempään	  käyttöön,	  termi	  normaali	  nähtiin	  enemmänkin	  kuvauksena	  siitä	  faktasta,	  että	  tämä	  jakauma	  tulkittiin	  tyypillisenä	  ja	  yleisenä	  ja	  siten	  normaalina.	  Peirce,	  eräs	  nimitystä	  käyttä-­‐neistä	  kirjoittajista,	  määritteli	  kerran	  normaalin	  seuraavasti:	  	   ”normaali	  	  ei	  ole	  keskiarvo	  siitä	  mitä	  oikeasti	  tapahtuu,	  vaan	  mitä	  tapahtuisi	  pitkällä	  aikavälillä	  tietyissä	  olosuhteissa.”	  	  1900-­‐luvun	   taitteessa	   termi	  normaali	  vakiintui	   laajemmin	  kyseisen	   jakauman	  ni-­‐mitykseksi.	   Termi	   standardoitu	   normaalijakauma	   yleistyi	   käytössä	   1940-­‐luvun	  aikana.	  (wikipedia)	  	  Nykyään	   englanninkielessä	   yleisimmät	   jakauman	   nimitykset	   ovat	   normaalija-­‐
kauma	   	   ja	  Gaussin	   jakauma.	  Molemmat	  näistä	   ovat	   yleisesti	   käytössä,	  mutta	   ylei-­‐simmät	  nimitykset	  vaihtelevat	  eri	  yhteisöjen	  mukaan.	  (wikipedia)	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5. Normaalijakauma	  Suomalaisessa	  lukio-­‐opetuksessa	  
	  Tässä	  luvussa	  tehdään	  katsaus	  Suomen	  lukio-­‐opetuksen	  opetussuunnitelmiin	  aina	  1930-­‐luvulta	   nykypäivään	   pyrkien	   selvittämään	   normaalijakauman	   asemaa	   suo-­‐malaisessa	  lukiomatematiikassa	  kautta	  historian.	  Tutkittaessa	  eri	  aikakausien	  ope-­‐tussuunnitelmia	   ja	   niitä	   edeltäneitä	   mietintöjä	   kiinnitetään	   erityisesti	   huomiota	  siihen,	   miten	   normaalijakauman	   asema	   on	   kussakin	   opetussuunnitelmassa	   ollut	  painotettuna	  ja	  millaisia	  muutoksia	  kukin	  opetussuunnitelma	  on	  tuonut	  tullessaan.	  Esiin	   nostetaan	   myös	   muutamia	   huomioita	   opetussuunnitelman	   tarjoamista	   las-­‐kimen	   käytön	   suosituksista,	   sillä	  myöhemmin	   tässä	   tutkielmassa	   pohditaan	   vuo-­‐den	  2012	   ylioppilaskokeisiin	   tullutta	   laskinuudistusta	   sekä	   laskinten	   vaikutuksia	  ja	  mahdollisuuksia	  normaalijakaumatehtäviin	  liittyen.	  
5.1. Oppikoulukomitean	  mietintö	  1932	  
	  Vuoden	  1932	  oppikoulukomitean	  mietinnössä	  ei	  vielä	  ole	  selkeästi	  eroteltuna	  vaa-­‐timuksia	   lukion	   matematiikan	   oppisisällöstä	   eikä	   siten	   mainintoja	   normaalija-­‐kauman	  esiintymisestä.	  Opetuksen	  osa-­‐alueiksi	  on	  määrätty	  aritmetiikka,	  geomet-­‐ria,	   algebra	   ja	   pienessä	   määrin	   trigonometria.	   Mietinnön	   mukaan	   matematiikan	  opetuksen	  päämäärä	  on	  kehittää	  oppilaita	  ajattelemaan	  johdonmukaisesti	  ja	  työs-­‐kentelemään	  suunnitelmallisesti.	  Lisäksi	  pyrkimyksenä	  on	  saavuttaa	  varma	  ja	  no-­‐pea	   laskutaito.	   Opetuksessa	   kehotetaan	   painottamaan	   käytäntöä	   ja	   tähtäämään	  työelämään.	   Mietinnössä	   on	   myös	   huomautettu,	   että	   matematiikan	   tuntimääriä	  vaaditaan	  vähennettäväksi,	  sillä	  oppiennätykset,	  kuten	  silloin	  oppimääriä	  nimitet-­‐tiin,	  on	  koettu	  niin	  laajoiksi,	  että	  ne	  ylittävät	  käytännön	  elämän	  tarpeen.	  Lisäksi	  on	  vedottu	   siihen,	   että	   kyseisen	   oppiaineen	   opiskelu	   tuottaa	   niin	   suuria	   vaikeuksia,	  että	   se	   estää	   oppilaiden	   edistymistä	   koulussa.	   (Oppikoulukomitea,	   1933,	   s.118-­‐119,	  324-­‐326.)	  
	  Luonnollisesti	   tuohon	   aikaan	   ei	   ollut	   vielä	   käytössä	   laskimia.	  Mietinnössä	   puhu-­‐taan	  koneellisesta	   laskennasta,	  mutta	   sillä	   tarkoitetaan	  vielä	   rutiininomaista,	   kaa-­‐
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vamaista	   ja	   siten	   koneellista	   laskentaa.	   Erityisesti	   kehotetaan	   laskumenetelmien	  syvällisempään	   ymmärtämiseen	   ja	   käyttämään	   koneellista	   laskentaa	   vain	   silloin,	  kun	  tuloksen	  johtaminen	  on	  päätelmien	  avulla	  liian	  pitkä	  ja	  laskun	  suorittaminen	  liian	  hidas	  operaatio.	   (Oppikoulukomitea,	  1933,	   s.327-­‐330.)	  Tekstistä	  voi	   siis	  ha-­‐vaita,	  että	  jo	  1930-­‐luvulla	  haluttiin	  painottaa	  matematiikan	  ymmärtämistä	  ja	  poh-­‐dintaa	  ennemmin	  kuin	  vain	  matematiikan	  näkemistä	  työkaluna.	  	  
5.2. Lukion	  opetussuunnitelmatoimikunnan	  mietintö	  1977	  	  Vuoden	  1977	  mietinnössä	  on	  jo	  nähtävissä	  selkeä	  lukiomatematiikan	  jaottelu	  ylei-­‐seen	   ja	   laajaan	   oppimäärään.	   Yleisen	   oppimäärän	   tavoitteissa	  mainitaan,	   että	   ta-­‐vallisimpiin	   sovelluksiin	  kuuluu	   todennäköisyyslaskennan	   ja	   tilastotieteen	  mene-­‐telmiin	  perehtyminen	  ja	  näiden	  menetelmien	  soveltaminen	  käytännön	  ongelmiin.	  Pakollisia	   kursseja	   yleiseen	   oppimäärään	   kuuluu	   seitsemän.	   Heti	   ensimmäisen	  kurssin	   aiheena	   on	   ”tietojenkäsittely,	   johdatus	   tilastomatematiikkaan	   ja	   reaalilu-­‐vut”.	  Tavoitteiksi	  listataan,	  että	  oppilas	  tuntee	  aiheeseen	  liittyvät	  peruskäsitteet	  ja	  tutustuu	   tilastomatematiikan	  käyttöön	  yhteiskunnassa	  sekä	  osaa	  käyttää	  sen	   tar-­‐joamia	  apuvälineitä.	  Kurssin	  sisältölistalta	  löytyy	  kohdan	  ”Tilastoaineksen	  esittely-­‐tapoja	   ja	   tunnuslukuja”	   alta	   kohta	   ”Normaalijakauma	   esimerkkien	   avulla	   havain-­‐nollistettuna”.	   (Opetussuunnitelmatoimikunta,	   1977,	   s.662-­‐665.)	   Tuohon	   aikaan	  normaalijakauma	  oli	  siis	  jo	  vakiinnuttanut	  paikkansa	  koulumatematiikan	  sisällös-­‐sä.	   Mielenkiintoista	   on,	   että	   se	   sisältyy	   jo	   matematiikan	   ensimmäiseen	   kurssiin	  yhdessä	  reaalilukujen	   ja	  niiden	  peruslaskusääntöjen	  kanssa.	  Huomautuksista	   löy-­‐tyy	   vielä	   tuntijakosuositus,	   jonka	  mukaan	   tietojenkäsittelyyn	   tulee	   käyttää	   aikaa	  noin	   10	   tuntia,	   tilastollisen	   aineksen	   käsittelyyn	   noin	   15	   tuntia	   ja	   reaalilukujen	  käsittelyyn	  noin	  10	  tuntia	  (Opetussuunnitelmatoimikunta,	  1977,	  s.665).	  	  Oppilaat	   tutustutetaan	   normaalijakaumaan	   siis	   jo	   lukion	   ensimmäisellä	  matema-­‐tiikan	  kurssilla.	  Aiheen	  opiskelu	  jatkuu	  matematiikan	  kuudennessa	  kurssissa,	  jon-­‐ka	  aihe	  on	  ”Todennäköisyyslaskentaa	  ja	  tilastotiedettä”.	  Kurssin	  tavoitteissa	  maini-­‐taan	  suoraan,	  että	  ”oppilas	  tuntee	  normaalijakauman	  ja	  osaa	  tulkita	  empiirisiä	  ja-­‐kaumia.”	   Kurssilla	   on	   kolme	   sisältökokonaisuutta:	   todennäköisyyden	   lisäksi	   nor-­‐
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maalijakauma	   ja	   sen	   käyttö	   sekä	   empiirinen	   jakauma	   kuuluvat	   sisältöön	   omina	  kokonaisuuksinaan.	   Ajan	   salliessa	   sisältöön	   kehotetaan	   sovittamaan	  myös	   sovel-­‐lusprojekteja,	   joissa	  käytetään	  tilastollisia	  menetelmiä.	  Tämän	  kurssin	  kohdalla	  ei	  ole	   annettu	   minkäänlaista	   tuntijakosuositusta.	   (Opetussuunnitelmatoimikunta,	  1977,	  s.672.)	  	  Laajassa	   oppimäärässä	   pakollisia	   kursseja	   on	   kaikkiaan	   11.	   Lukion	   laajan	   oppi-­‐määrän	  ensimmäinen	  kurssi	  on	  kuvailtu	   täysin	  samalla	   tavalla	  kuin	  yleisen	  oppi-­‐määrän	  ensimmäinen	  kurssi.	   	  Yleisen	  oppimäärän	  kuudetta	  kurssia	  vastaa	   laajan	  oppimäärän	  yhdeksäs	  kurssi.	  Sen	  aiheena	  on	  ”todennäköisyyslaskentaa	   ja	  tilasto-­‐tiedettä”.	  	  Kurssin	  kokonaistavoitteeksi	  on	  tiivistetty,	  että	  ”oppilas	  tuntee	  todennä-­‐köisyyslaskennan	  peruskäsitteet	  ja	  osaa	  käyttää	  niitä	  yksinkertaisissa	  sovelluksis-­‐sa”.	   	   Tälläkin	   kurssilla	   on	   kolme	   sisältökokonaisuutta.	   Nyt	   todennäköisyyden	   ja	  empiirisen	   jakauman	   lisäksi	   kolmanneksi	   sisältökokonaisuudeksi	   on	   muotoiltu	  laajemmin	   todennäköisyysjakauma.	   Tämän	   kohdan	   alta	   löytyy	   eriteltynä	   satun-­‐naismuuttuja,	   diskreetti	   jakauma,	   jatkuva	   jakauma	   sekä	   normaalijakauma	   ja	   sen	  käyttö.	   Tuntijakosuositukseksi	   mainitaan,	   että	   todennäköisyyteen	   tulisi	   käyttää	  noin	  20	  tuntia,	  todennäköisyysjakaumiin	  noin	  10	  tuntia	  ja	  empiiriseen	  jakaumaan	  noin	  5	   tuntia.	   	   Sovellusprojekteja	  ei	   tässä	  kurssissa	  mainita	  ollenkaan.	  Sen	  sijaan	  ohjeissa	  mainitaan,	  että	  todennäköisyysjakaumien	  yhteydessä	  tulee	  tutustua	  käsit-­‐teisiin	   odotusarvo	   ja	   keskihajonta	   siten,	   että	   näiden	   kohdalla	   painopiste	   on	   nor-­‐maalijakaumassa	   ja	   sen	   käytössä.	   (Opetussuunnitelmatoimikunta,	   1977,	   s.678-­‐679,	  688.)	  	  Vielä	   erikoiskurssien	   aihe-­‐ehdotusten	   listalta	   löytyy	   todennäköisyyslaskenta	   ja	  tilastotiede-­‐jatkokurssi	   sekä	  yleisen	  että	   laajan	  oppimäärän	  kohdalta.	  Molempien	  oppimäärien	  kohdalla	  on	  myös	  kehotus	  automaattisen	  tietojenkäsittelyn	  mahdolli-­‐suuksien	  valottamisesta	  osana	  opetusta	  mahdollisuuksien	  mukaan.	   (Opetussuun-­‐nitelmatoimikunta,	  1977,	   s.672,	  688,	  691.)	  Tästä	   lukion	  opetussuunnitelmatoimi-­‐kunnan	  mietinnöstä	   heijastuu	   selkeästi,	   että	   tuohon	   aikaan	   tilastomatematiikkaa	  pidettiin	   erittäin	   tärkeänä	  matematiikan	  osa-­‐alueena	   ja	   todennäköisyysjakaumat,	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ja	  etupäässä	  normaalijakauma,	  haluttiin	  opettaa	   laajasti	  kaikille	   lukiomatematiik-­‐kaa	  opiskeleville.	  
5.3. Lukion	  oppimääräsuunnitelma	  1981	  
	  Vuoden	  1981	  Kouluhallituksen	  mietinnössä	  yleisen	  oppimäärän	  kurssit	  ovat	  täysin	  samanlaiset	  kuin	  vuoden	  1977	  kuvailuissa.	  Laajan	  oppimäärän	  kohdalla	  on	  pieniä	  muutoksia.	   Ensimmäisen	   kurssin	   aiheet	   ovat	   samat,	   mutta	   nimen	   järjestystä	   on	  muutettu	  siten,	  että	  nimi	  on	  ”Reaaliluvut,	  johdatus	  tilastomatematiikkaan	  ja	  tieto-­‐jenkäsittelyä”.	   Tämä	   tärkeysjärjestyksen	   uudistaminen	   näkyy	  muutenkin	   kurssin	  opetusjärjestelyjen	   ohjeistuksessa.	   Uudistettujen	   ohjeiden	   mukaan	   reaalilukujen	  käsittelyyn	   tulisi	   käyttää	   aikaa	   noin	   20	   tuntia,	   tilastollisen	   aineksen	   käsittelyyn	  noin	  10	  tuntia	  ja	  tietojenkäsittelyyn	  noin	  5	  tuntia.	  Painopiste	  alkaa	  siis	  siirtyä	  tilas-­‐tomatematiikan	  osa-­‐alueesta	  reaalilukujen	  puolelle.	  (Kouluhallitus,	  1981,	  s.12-­‐13,	  17,	  20-­‐21.)	  	  Todennäköisyyslaskentaa	   ja	   tilastotiedettä	   -­‐kurssi	   on	   tässä	   suunnitelmassa	   kah-­‐deksas	  kurssi,	  ja	  sen	  sisältöön	  on	  lisätty	  aihealueeksi	  lukujonot	  ja	  sarjat.	  Opetusjär-­‐jestelyjen	   ohjeissa	   mainitaan,	   että	   todennäköisyyslaskentaan	   ja	   tilastotieteeseen	  käytetään	   vähintään	   25	   tuntia.	   Muilta	   osin	   kurssin	   sisältö	   sekä	   opetusjärjestelyt	  ovat	  pysyneet	  samana.	  (Kouluhallitus,	  1981,	  s.26-­‐27.)	  Tämänkin	  kurssin	  osalta	  on	  siis	  huomattavissa,	  että	   tilastotieteen	  asema	   lukiomatematiikassa	  on	  alkanut	  hei-­‐kentyä.	  
5.4. Lukion	  opetussuunnitelman	  perusteet	  1985	  
	  Vuoden	  1985	  opetussuunnitelman	  perusteissa	  sekä	  yleisen	  että	  laajan	  oppimäärän	  yleisten	   tavoitteiden	   kohdalla	  mainitaan,	   että	  matematiikan	   tavallisimpiin	   sovel-­‐luksiin	   kuuluu	  muun	  muassa	   todennäköisyyslaskennan	   ja	   tilastotieteen	  menetel-­‐miin	   perehtyminen	   ja	   näiden	   soveltaminen	   käytännön	   ongelmiin	   (Kouluhallitus,	  1985,	  s.283-­‐285).	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Yleinen	   oppimäärä	   koostuu	   edelleen	   seitsemästä	   pakollisesta	   kurssista.	   Näiden	  lisäksi	  on	  tarjolla	  koulukohtaisia	  erikoiskursseja.	  Ensimmäisen	  kurssin	  aiheena	  on	  reaaliluvut	   ja	   johdatus	   tilastomatematiikkaan.	   Kurssille	   listatut	   tavoitteet	   ovat	  edelleen	  yhtenevät	  vuoden	  1977	  mietinnön	   tavoitteisiin.	  Myös	  kurssin	   sisältö	  on	  normaalijakauman	  osalta	   täysin	  yhtenevä,	   ja	  edelleen	  sisältöön	  kuuluu	  normaali-­‐jakauman	  havainnollistaminen	  esimerkkien	  avulla.	   Sisältö	  on	  hieman	   laajentunut	  reaalilukujen	   osalta,	   mikä	   luonnollisesti	   vie	   aikaa	   muilta	   sisältöosilta.	   Tuntija-­‐kosuosituksia	   ei	   enää	   anneta	   minkään	   kurssin	   kohdalla.	   Koko	   opetussuunnitel-­‐massa	   painotetaan	  muutenkin	   aikaisempaa	   enemmän	   kurssisuunnitelmien	   yleis-­‐luontoisuutta	  sekä	  sitä,	  että	  koulun	  ja	  opetusryhmän	  tasolla	  tapahtuvalle	  suunnit-­‐telulle	  tarjoutuu	  nyt	  runsaasti	  mahdollisuuksia.	  Koulun	  erityispiirteiden	  ja	  resurs-­‐sien	   mukaan	   annetaan	   opetussuunnitelmassa	   myös	   vapauksia	   jossain	   määrin	  muuttaa	  kurssien	  sisäisiä	  painotuksia	  ja	  käsittelyjärjestyksiä.	  (Kouluhallitus,	  1985,	  s.286-­‐289.)	  	  Yleisen	  oppimäärän	  kuudes	  kurssi	  käsittelee	  edelleen	  todennäköisyyslaskentaa	  ja	  tilastotiedettä.	  Tämänkin	  kurssin	  kohdalla	   tavoitteet	   ovat	  pysyneet	   vuoden	  1977	  mietinnön	   mukaisina.	   Kurssin	   tavoitteena	   on	   siis	   edelleen,	   että	   ”oppilas	   tuntee	  normaalijakauman	   ja	  osaa	  tulkita	  empiirisiä	   jakaumia”.	  Kurssin	  sisältökin	  on	  täy-­‐sin	  sama,	  sisältäen	  kohdan	  ”normaalijakauma	  ja	  sen	  käyttö”.	  (Kouluhallitus,	  1985,	  s.289.)	  	  Laajan	   oppimäärän	   ensimmäinen	   kurssi	   on	   täysin	   yhtenevä	   yleisen	   oppimäärän	  ensimmäisen	  kurssin	  kanssa.	  Kahdeksannen	  kurssin	  aiheena	  on	  1981	  vuoden	  mie-­‐tinnön	  mukaisesti	   ”todennäköisyyslaskentaa	   ja	   tilastotiedettä”	   sekä	   ”lukujonot	   ja	  sarjat”.	  Kurssin	  tavoitteet	  ovat	  pysyneet	  samoina	  sisältäen	  edelleen	  kohdan	  ”oppi-­‐las	  tuntee	  todennäköisyyslaskennan	  peruskäsitteet	  ja	  osaa	  käyttää	  niitä	  yksinker-­‐taisissa	   sovelluksissa”.	   Sisältö	  on	   todennäköisyysjakaumien	  kohdalta	   sama.	  Aino-­‐astaan	  sisältökokonaisuus	  ”empiirinen	  jakauma”	  on	  siirretty	  pakollisesta	  sisällöstä	  oppimäärää	   syventävään	   ja	   täydentävään	   osioon.	   (Kouluhallitus,	   1985,	   s.	   289-­‐294.)	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Opetussuunnitelmassa	  on	  uutena	  kohtana	  maininta	  laskinten	  käytöstä.	  Siinä	  keho-­‐tetaan	  tavanomaisen	  numerolaskemisen	   lisäksi	  myös	  kehittämään	  oppilaiden	  ky-­‐kyä	   käyttää	   hyväkseen	   laskimia.	   Tämä	   kuuluu	   osana	   yleisten	   laskuteknisten	   val-­‐miuksien	  hankkimiseen.	  (Kouluhallitus,	  1985,	  s.283.)	  	  
5.5. Lukion	  opetussuunnitelman	  perusteet	  1994	  
	  Vuoden	  1994	  opetussuunnitelmassa	  käytetään	  ensimmäisen	  kerran	  lukiomatema-­‐tiikan	  jaottelussa	  termejä	  pitkä	  ja	  lyhyt	  matematiikka.	  Tavoitteissa	  ei	  ole	  nähtävis-­‐sä	  enää	  selkeästi	  rajattuja	  tavoitekokonaisuuksia	  ja	  aihealueittaista	  jaottelua,	  vaan	  yleiset	   tavoitteet	  on	   linjattu	  enemmänkin	  oppilaan	  matemaattista	  ajattelua	  kehit-­‐tävään	   suuntaan.	   Pyrkimykseksi	   määritellään	   laajemmin	   oppilaiden	  matemaatti-­‐sen	   tiedon	   luonnetta	   koskevan	   ymmärryksen	   kehittäminen	   sekä	   yleisesti	   pereh-­‐tyminen	   matematiikan	   peruskäsitteisiin	   ja	   taitoihin.	   Matematiikkaa	   pyritään	   ta-­‐voitteissa	  myös	  sitomaan	  entistä	  enemmän	   jokapäiväiseen	  elämään	   ja	  yhteiskun-­‐taan.	  Lisäksi	  erityisesti	   lyhyen	  matematiikan	  puolella	  painotetaan	  oppilaiden	  saa-­‐mia	   myönteisiä	   kokemuksia	   matematiikan	   parissa	   sekä	   oppilaiden	   rohkaisua	  omiin	   kykyihinsä	   luottamisessa.	   (Opetushallitus,	   1994,	   s.70-­‐76.)	   On	   nähtävissä,	  että	  edelleen	  opetussuunnitelmassa	  on	  menty	  suuntaan,	  jossa	  kouluille	  ja	  opettajil-­‐le	   annetaan	   yhä	   enemmän	   vastuuta	   ja	   mahdollisuuksia	   opetuksen	   tarkemman	  suunnittelun	  suhteen.	  	  	  Tässä	   opetussuunnitelmassa	   on	   tehty	   oppisisällöllisesti	   melko	   suuria	   muutoksia	  edelliseen	  vuoden	  1985	  opetussuunnitelmaan	  verraten.	   Pitkän	  matematiikan	   en-­‐simmäinen	  kurssi	  on	  muuttunut	  luonteeltaan	  huomattavasti.	  Aiheena	  on	  nyt	  ”funk-­‐tiot	   ja	  yhtälöt”,	   ja	  kaikki	   tilastomatematiikkaan	   johdattelu	  on	   tippunut	   suunnitel-­‐masta	  pois.	  Yhdeksäs	  kurssi	  on	  ”tilastotiedettä	  ja	  todennäköisyyslaskentaa”,	  ja	  sii-­‐hen	   on	   sisällytetty	   nyt	   koko	   lukion	   pitkän	   matematiikan	   oppimäärän	   sisältämä	  kyseisen	  osa-­‐alueen	  sisältö.	  (Opetushallitus,	  1994,	  s.71-­‐72.)	  Kurssi	  kokonaisuutena	  on	  nyt	  paljon	  yhtenäisempi	  kuin	  aiemmissa	  opetussuunnitelmissa,	  joissa	  kyseinen	  kurssi	   sisälsi	   myös	   muita	   matematiikan	   osa-­‐alueita.	   Kurssin	   sisällön	   kuvailu	   on	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myös	  muuttunut	  paljon.	  Kurssilla	  muun	  muassa	  ”perehdytään	  empiiristen	  aineis-­‐tojen	  pohjalta	  erilaisiin	  jakaumiin	  ja	  niiden	  ominaisuuksien	  kuvailutapoihin”	  (Ope-­‐tushallitus,	  1994,	  s.72).	  Kurssin	  sisältö	  on	  nyt	  huomattavasti	  vapaammin	  tulkittava	  kuin	  aiemmissa	  opetussuunnitelmissa.	  	  Ensimmäinen	   opetussuunnitelman	   mukainen	   lyhyen	   matematiikan	   kurssi	   ei	   ole	  kokenut	   vuodesta	   1985	   yhtä	   radikaalia	  muutosta	   kuin	   pitkän	  matematiikan	   vas-­‐taava	  kurssi.	  Kuitenkin	  tämänkin	  kurssin	  sisältö	  on	  muuttunut	   jonkin	  verran.	  Re-­‐aaliluvut	   ovat	   aihekokonaisuutena	   jääneet	   kurssilta	   pois,	   ja	   kurssi	   on	   nyt	   nimel-­‐tään	  ”tilastot	   ja	   todennäköisyys”.	  Tämä	  kurssi	  on	  nyt	  ainoa	  aihetta	  käsittelevä	   ly-­‐hyen	   matematiikan	   kurssi,	   joten	   siinä	   yhdistyvät	   aiemman	   yleisen	   oppimäärän	  ensimmäisen	  ja	  kuudennen	  kurssin	  asiat.	  (Opetushallitus,	  1994,	  s.73.)	  Jälleen	  kurs-­‐sin	  voi	  todeta	  olevan	  aiempaa	  yhtenäisempi,	  sillä	  se	  ei	  nyt	  sisällä	  muita	  matematii-­‐kan	   osa-­‐alueiden	   aiheita.	   Kyseisen	   kurssin	   sisällön	   kuvauksessa	   mainitaan,	   että	  ”toinen	  pääteema	  on	   todennäköisyyslaskenta,	   johon	  kuuluvat	   todennäköisyyslas-­‐kennan	  perusteet,	   laskulakeja	  sekä	  binomi-­‐	  ja	  normaalijakauman	  käyttö	  sovelluk-­‐sissa”.	   Normaalijakauman	   osalta	   sisältö	   on	   siis	   pysynyt	   pääpiirteittäin	   samana	  vuodesta	  1985.	  Syventävien	  opintojen	  mahdollisten	  aihepiirien	   luettelosta	   löytyy	  myös	   edelleen	   todennäköisyyslaskenta	   ja	   tilastollinen	   päättely.	   (Opetushallitus,	  1994,	  s.73-­‐75.)	  	  Opetussuunnitelma	   kehottaa	   käyttämään	   laskimia	   ja	   tietokoneita	   monipuolisesti	  hyödyksi	   sekä	   lyhyen	   että	   pitkän	  matematiikan	   tilastotieteen	   ja	   todennäköisyys-­‐laskennan	  kursseilla.	  Kyseisille	  kursseille	  näiden	  apuvälineiden	  käytön	  mainitaan	  olevan	  myös	  hyvin	  tyypillistä,	  viitaten	  varmasti	  esimerkiksi	  tilastollisen	  aineiston	  käsittelyyn	   tietokoneohjelmien	   avulla.	   (Opetushallitus,	   1994,	   s.72-­‐73.)	   Opetus-­‐suunnitelma	   tarjoaa	   opettajalle	   uusia	   näkökulmia	   opetukseen	   toteamalla	   muun	  muassa,	  että	  ”tekniset	  laitteet,	  tietokoneet	  ja	  laskimet	  antavat	  mahdollisuuden	  tut-­‐kivaan	   otteeseen	   ja	   omaehtoiseen	   opiskeluun.	   Opetuksessa	   tuetaan	   kokeilevaa,	  tutkivaa	  ja	  keksivää	  oppimista	  käyttäen	  muun	  muassa	  monipuolisesti	  hyväksi	  las-­‐kimia…”.	  (Opetushallitus,	  1994,	  s.	  76.)	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5.6. Lukion	  opetussuunnitelman	  perusteet	  2003	  	  Vuonna	  2003	  Opetushallituksen	  laatimat	  opetussuunnitelman	  perusteet	  ovat	  edel-­‐leen	  käytössä,	   ja	  ne	  muodostavat	  kivijalan	   tämänhetkiselle	   lukio-­‐opetukselle.	  Ku-­‐vailu	  matematiikan	  opetuksesta	  jatkaa	  vuoden	  1994	  linjaa	  ollen	  hyvin	  ympäripyö-­‐reää	  ja	  jättäen	  paljon	  tilaa	  lukijan	  omille	  tulkinnoille.	  Matematiikan	  opetuksessa	  on	  havaittavissa	   pieni	   liikahdus	   kohti	   humanistisempaa	   näkökulmaa	   opetussuunni-­‐telman	   painottaessa	   matematiikan	   ja	   arkielämän	   välisten	   yhteyksien	   löytämistä	  sekä	   opiskelijan	   oman	   persoonallisuuden	   kehittämistä.	   Lisäksi	   opiskelijoille	   on	  tärkeää	  opettaa	  juuri	  aikamme	  kulttuurin	  ja	  yhteiskunnan	  vaatimia	  matematiikan	  taitoja,	   kuten	   valmiuksia	   ymmärtää,	   käsitellä	   ja	   tuottaa	  matemaattisesti	   esitettyä	  tietoa.	   Opetuksen	   tulee	  myös	   entistä	   enemmän	   kannustaa	   opiskelijaa	   omatoimi-­‐seen	  työskentelyyn	  ja	  luovuuteen.	  (Kouluhallitus,	  2003,	  s.118.)	  	  Pitkän	   matematiikan	   tehtävänä	   on	   tämän	   opetussuunnitelman	   mukaan	   selvästi	  valmistaa	   opiskelijaa	   kohti	   tulevia	   opintoja	   varmistaen	   tarvittavat	  matemaattiset	  pohjatiedot.	   Tässä	   opetussuunnitelmassa	   ”todennäköisyys	   ja	   tilastot”	   –kurssi	   on	  kuudes	   pakollisista	   kursseista.	   Kurssin	   yksi	   keskeisimmistä	   tavoitteista	   on,	   että	  opiskelija	   ”oppii	   havainnollistamaan	  diskreettejä	   ja	   jatkuvia	   tilastollisia	   jakaumia	  sekä	  määrittämään	   ja	   tulkitsemaan	   jakaumien	   tunnuslukuja”.	   Lisäksi	   tavoitteissa	  mainitaan	   vielä	   tarkemmin,	   että	   opiskelija	   ”perehtyy	   jatkuvan	   todennäköisyysja-­‐kauman	  käsitteeseen	  ja	  oppii	  soveltamaan	  normaalijakaumaa”.	  Voidaan	  siis	  todeta,	  että	  jakaumat	  ovat	  hyvin	  keskeinen	  asia	  tällä	  kurssilla,	  jolla	  on	  tärkeä	  pyrkiä	  kehit-­‐tämään	  opiskelijoiden	  syvällisempään	  ymmärrystä	   jakaumista	   ja	  niiden	  käytöstä.	  Verrattuna	   vuoden	  1994	  opetussuunnitelman	  perusteisiin	   on	   tässä	   versiossa	   jäl-­‐leen	   lueteltu	   kurssin	   keskeiset	   sisällöt	   tarkemmin	   ja	   yksityiskohtaisemmin.	   Kes-­‐keisiin	   sisältöihin	   on	   listattu	   muun	   muassa	   diskreetti	   ja	   jatkuva	   tilastollinen	   ja-­‐kauma,	   jakauman	   tunnusluvut,	  diskreetti	   ja	   jatkuva	   todennäköisyysjakauma	  sekä	  normaalijakauma.	   Ensimmäistä	   kertaa	   lukio-­‐opetuksessa	   halutaan	   opiskelijoille	  tehdä	   selkeä	   ero	  myös	   tilastollisen	   jakauman	   ja	   todennäköisyysjakauman	   välillä.	  (Kouluhallitus,	  2003,	  s.118-­‐121.)	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Lyhyen	  matematiikan	   tehtäväksi	   opetussuunnitelmassa	  muodostuu	   yleisesti	   tar-­‐peellisten	   tietojen	   ja	   taitojen	   tarjoaminen	   tulevaa	  elämää	  varten.	  Tietenkin	  myös	  lyhyen	  matematiikan	   tehtäviin	   kuuluu	   tarvittavien	   valmiuksien	   tarjoaminen	   tiet-­‐tyihin	   jatko-­‐opintoihin.	  Opetuksen	  tulee	   lisäksi	  rohkaista	  opiskelijaa	   ja	  kannustaa	  tätä	  omatoimiseen	  opiskeluun	   ja	   työskentelyyn.	  Opetuksen	  tavoitteena	  on	  tarjota	  opiskelijalle	   jokapäiväisessä	  elämässä	  vaadittavat	   taidot	  hankkia,	   käsitellä	   ja	   ym-­‐märtää	  matemaattista	  tietoa.	  (Kouluhallitus,	  2003,	  s.125.)	  	  Lyhyen	   matematiikan	   kursseissa	   on	   tapahtunut	   muutoksia	   verrattaessa	   vuoden	  1994	  opetussuunnitelmaan.	  Ensimmäinen	  pakollinen	  kurssi	  on	  nyt	  ”lausekkeet	   ja	  yhtälöt”,	  eikä	  se	  sisällä	  enää	  mitään	  tilastotieteen	  ja	  todennäköisyyslaskennan	  osa-­‐alueita.	  Edellisen	  opetussuunnitelman	  ensimmäistä	  kurssia	  vastaava	  kurssi	  ”tilas-­‐tot	   ja	   todennäköisyys”	   on	   nyt	   pakollisista	   kursseista	   viides.	  Myös	   tämän	   kurssin	  tavoitteita	  ja	  keskeisiä	  sisältöjä	  on	  tarkennettu.	  Tavoitteissa	  mainitaan	  muun	  mu-­‐assa,	  että	  opiskelija	  ”harjaantuu	  käsittelemään	  ja	  tulkitsemaan	  tilastollisia	  aineisto-­‐ja”	   sekä	   ”perehtyy	   todennäköisyyslaskennan	   perusteisiin”.	   Kurssin	   keskeisissä	  sisällöissä	  on	  mainittu	  ”jatkuvien	  ja	  diskreettien	  tilastollisten	  jakaumien	  tunnuslu-­‐kujen	  määrittäminen”	   ja	   erikseen	   vielä	   ”normaalijakauma	   ja	   jakauman	  normitta-­‐minen”.	   (Kouluhallitus,	   2003,	   s.125-­‐127.)	   Lyhyen	   matematiikan	   kurssilla	   ei	   siis	  käsitellä	   jakaumia	  yhtä	  kattavasti	  kuin	  pitkän	  matematiikan	  vastaavalla	  kurssilla,	  mutta	   normaalijakauma	   ja	   sen	   syvällisempi	   ymmärtäminen	   kuuluvat	   selkeästi	  myös	  lyhyen	  matematiikan	  kurssiin.	  	  Edellä	   käsitellyistä	   opetussuunnitelmien	   ja	  mietintöjen	   otteista	   selviää,	   että	   nor-­‐maalijakauma	   on	   kuulunut	  matematiikan	   oppimäärään	   jo	   vuosikymmenten	   ajan.	  Sen	  paikka	  ja	  painotus	  on	  vuosien	  mittaan	  muuttunut,	  mutta	  sen	  opettaminen	  ko-­‐ko	  opiskelijajoukolle,	  niin	  lyhyen	  kuin	  pitkän	  matematiikan	  lukijoille,	  on	  ollut	  tär-­‐keää.	  On	  mielenkiintoista	  nähdä,	  mikä	  on	  normaalijakauman	  asema	   seuraavassa,	  vuonna	  2016	  ilmestyvässä	  opetussuunnitelmassa.	  Opetus-­‐	  ja	  kulttuuriministeriön	  julkaisemassa	   uutta	   opetussuunnitelmaa	   koskevassa	   julkaisussa	   ehdotetaan,	   että	  matematiikan	  opintokokonaisuus	  muutettaisiin	  alkamaan	  yhdellä	  kaikille	  yhteisel-­‐lä	  kurssilla,	   jonka	  jälkeen	  opiskelijat	  valitsisivat	   jatkavansa	  joko	  pitkän	  tai	   lyhyen	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matematiikan	   opintoihin.	   Tällaisen	   muutoksen	   toivottaisiin	   rohkaisevan	   etenkin	  tyttöjä	   lukemaan	  pitkää	  matematiikkaa.	  Muuten	  matematiikan	   tuntimäärät	   pysy-­‐vät	  julkaisun	  mukaan	  ennallaan.	  (Opetus-­‐	  ja	  kulttuuriministeriö,	  2013.)	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6. Normaalijakauma	  osana	  lukiomatematiikkaa	  	  Normaalijakauma	   on	   nykyään	  melko	   pieni	   aihe	   lukion	   opetussuunnitelmassa.	   Se	  opetetaan	  lukiossa	  sekä	  pitkässä	  että	  lyhyessä	  matematiikassa	  tilastot	  ja	  todennä-­‐köisyys	  –kurssiin	  sisältyen.	  Oppikirjasta	   ja	  opettajasta	  riippuen	  normaalijakauma	  nähdään	   joskus	   osaksi	   todennäköisyyslaskentaa	   ja	   joskus	   osaksi	   tilastotiedettä.	  Usein	  normaalijakaumaa	  käytetään	  tutkittaessa	  jotain	  tiettyä	  aineistoa.	  Normaali-­‐jakauman	  ymmärtämiseen	  tarvitaan	  siis	  varmasti	  niin	  matemaattista	  kuin	  tilasto-­‐tieteellistäkin	  ajattelutaitoa.	  Tässä	  luvussa	  esitellään	  ensin	  yleisesti,	  mitä	  tilastotie-­‐teellinen	  ajattelu	  on	  sekä	  verrataan	  sen	  eroavaisuuksia	  matemaattiseen	  ajatteluun.	  Tämän	  jälkeen	  alaluvussa	  6.2	  nostetaan	  esiin	  joitakin	  asioita	  tilastotieteen	  opetuk-­‐sesta	   ja	   sen	   opiskeluun	   liittyvistä	   vaikeuksista.	   Luvun	   loppuosassa	   tutustutaan	  lukion	   oppikirjoihin	   ja	   tehdään	   sisältöanalyysi	   kolmelle	   kirjasarjalle	   keskittyen	  normaalijakauman	  opetukseen.	  
6.1. Tilastotieteellinen	  ajattelu	  
	  
”Tilastotieteellinen	   ajattelu	   tulee	   jonain	   päivänä	   olemaan	   yhtä	   välttämätön	   taito	  
tehokkaalle	  kansalaiselle	  kuin	  taito	  lukea	  ja	  kirjoittaa”	  -­‐	  H.	  G.	  Wells	  (Motulsky	  2010,	  
14)	  
	  Tilastotiede	  tieteenalana	  mielletään	  yleensä	  osaksi	  matematiikkaa,	  mutta	  se	  sitou-­‐tuu	  myös	  moniin	  muihin	   tieteenaloihin.	  Tilastotiede	  ei	  muodosta	  yksinään	  varsi-­‐naista	   eheää	   kokonaisuutta	   vaan	   tarjoaa	   ennemminkin	  monille	   aloille	   ja	   useisiin	  tutkimuksiin	  tarpeellisia	  työkaluja.	  George	  W.	  Cobb	  ja	  David	  S.	  Moore	  pohtivat	  ar-­‐tikkelissaan	  Mathematics,	   Statistics,	   and	   Teaching	   (1997)	   yleisesti	   matematiikan	  roolia	  tilastotieteessä	  sekä	  sitä,	  miten	  tilastotieteellinen	  ajattelu	  eroaa	  matemaatti-­‐sesta	  ajattelusta.	  Tässä	  luvussa	  on	  poimittuna	  muutamia	  mielenkiintoisia	  huomioi-­‐ta	  heidän	  artikkelistaan.	  	  Kontekstin	  rooli	  tilastotieteessä	  on	  erittäin	  merkittävä.	  Tulkittaessa	  aineistoa	  tilas-­‐totieteen	   menetelmillä	   ollaan	   aina	   kyseisen	   aineiston	   kontekstin	   ympäröimänä.	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Tämä	   erottaa	   tilastotieteen	   puhtaasta	  matematiikasta.	   Käsiteltävä	   aineisto	   ei	   siis	  koostu	  vain	  numeroista,	  vaan	  se	  koostuu	  numeroista	  tietyssä	  kontekstissa.	  Tilasto-­‐tiede	  vaatiikin	  usein	  erilaista	  ajattelua	  kuin	  puhdas	  matematiikka.	  (Cobb	  &	  Moore,	  1997,	  801.)	  	  Cobb	  ja	  Moore	  antavat	  artikkelissaan	  havainnollistavan	  esimerkin	  kontekstin	  mer-­‐kityksestä.	  Kyseisessä	  esimerkissä	  annetaan	  äärellinen	  lukujono:	  3,	  5,	  23,	  37,	  6,	  8,	  20,	   22,	   1,	   3,	   ja	   esitetään	   lukujonon	  muodostama	   kuvio,	   jossa	   jäsenet	   on	   asetettu	  kuvaajaan	  tasaisin	  välein.	  	  
	  
kuva	  2	  Esimerkissä	  annettun	  lukujonon	  jäsenten	  muodostama	  kuvaaja.	  	  (Cobb	  &	  Moore	  Mathematics,	  Statistics,	  and	  Teaching,	  http://www.jstor.org/stable/pdfplus/2975286.pdf?acceptTC=true&jpdConfirm=true)	  	  Numeroilla	  ja	  muodostuneella	  kuviolla	  ei	  kuitenkaan	  ole	  merkitystä	  kuvion	  tulkit-­‐sijalle	   ennen	   kuin	   hän	   tietää	   niiden	   kontekstin.	   Tämän	   esimerkin	   luvut	   kertovat	  noituudesta	  syytettyjen	  henkilöiden	  määrän	  kuukausittain	  Essex	  Countyssa,	  Mas-­‐sachusettesissa	  vuoden	  1692	  helmikuusta	  alkaen.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  801–802.)	  Vaa-­‐ka-­‐akselilla	  kuvataan	  kuukausia	  ja	  pystyakselilla	  syytettyjen	  lukumäärää.	  Artikke-­‐lissa	   pohditaan	   annettujen	   taustatietojen	   nojalla	   kuvion	   heilahteluita.	   Näin	   mie-­‐lenkiintoinen	   konteksti	   antaa	   aiemmin	   esitellyille	   merkityksettömille	   numeroille	  lukijan	  silmissä	  hyvinkin	  suuren	  merkityksen.	  Esimerkki	  on	  nimetty	  kiinnostusta	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herättävästi	   Andoverin	   mysteeriksi.	  Nimi	   juontaa	   kuvion	   toisesta	   piikistä,	   jolloin	  taustatietojen	  perusteella	  suurin	  osa	  syytetyistä	  asui	  Andoverin	  alueella	  (Cobb	  ym.	  1997,	  801–802).	  Vaikka	  tällä	  esimerkin	  kontekstilla	  ei	  ole	  juurikaan	  matemaattista	  sisältöä,	   se	   kuvastaa	   hyvin	   tilastotieteellisen	   ajattelun	   ja	   kontekstin	  merkityksen	  osuutta	  tehtävässä.	  	  Konteksti	   nähdään	  usein	   projektin	   alussa	   tärkeänä	  motivaation	   ja	   tutkimuskysy-­‐mysten	   lähteenä.	   Lopullisen	   projektin	   ja	   sen	   vaatiman	   matemaattisen	   ajattelun	  kannalta	  konteksti	  on	  kuitenkin	  epäoleellinen	  osa,	  joka	  tulee	  riisua	  pois	  abstraktin	  matemaattisen	   ajattelun	   tieltä.	   Puhtaan	   matemaattisen	   ajattelun	   kannalta	   näh-­‐dään,	   että	   konteksti	   hämärtää	   tehtävän	   abstraktin	   rakenteen.	   Tilastotieteellisen	  ajattelun	   kannalta	   taas	   nähdään,	   että	   konteksti	   tarjoaa	   tarkoituksen	   tehtävälle.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  803.)	  	  Kontekstin	  kaksijakoinen	  rooli	  matematiikassa	   ja	  tilastotieteessä	  saattaa	  herättää	  ajatuksia	   tilastotieteen	   täydellisestä	   irtautumisesta	  matematiikasta.	   Voiko	   siis	   ti-­‐lastotiedettä	   ymmärtää	   täysin	   ilman	   matemaattisia	   valmiuksia	   ja	   matemaattista	  ymmärrystä?	   Vaikka	   tähän	   kysymykseen	  myöntyminen	   saattaisi	   kuulostaa	  mah-­‐dolliselta,	   on	   kuitenkin	   todettu	   kaikkien	   tilastotieteen	   kurssien	   ja	   syvällisemmän	  tilastotieteellisen	  ajattelun	  vaativan	  jonkin	  verran	  tai	  hyvinkin	  paljon	  myös	  mate-­‐maattisia	  valmiuksia.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  8003.)	  On	  siis	  hyvin	  perusteltua,	  että	  tilasto-­‐tiede	   on	   opetussuunnitelmassamme	   liitetty	   tiiviiksi	   osaksi	  matematiikan	   opiske-­‐lua.	  
6.2. Tilastotiedettä	  opetettaessa	  
	  Tilastotieteen	   opetuksessa	   tulee	   huomioida	   ajattelun	   taso	   ja	   laatu.	   Ei	   riitä,	   että	  opiskelija	  ymmärtää	  tehtävän	  matemaattisen	  teorian	  tai	  edes	  se,	  että	  hän	  ymmär-­‐tää	  vain	  epämatemaattisen	   tilastotieteellisen	   idean.	  Opettajan	   tehtävänä	  on	  välit-­‐tää	   opiskelijalle	   mielikuva	   käsiteltävästä	   kontekstista	   ja	   tilastotieteellisestä	   pro-­‐sessista	  sekä	  samalla	  ohjata	  opiskelijaa	  kehittämään	  omaa	  kriittistä	  arviointikyky-­‐
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ään.	  Puhtaasti	  matemaattisissa	  tehtävissä,	   joissa	  konteksti	  on	  lähes	  täysin	  tai	  täy-­‐sin	   merkityksetön,	   voi	   opettaja	   keksiä	   spontaanisti	   esimerkkejä,	   jotka	   auttavat	  opiskelijaa	   ymmärtämään	   käsiteltävän	   asian.	   Tilastotieteessä	   taas	   spontaanisti	  keksityt	  esimerkit	  toimivat	  harvoin,	  sillä	  tällaiset	  esimerkit	  eivät	  tarjoa	  opiskelijal-­‐le	   luotettavaa	   vuorovaikutusta	   kontekstin	   ja	   matemaattisen	   rakenteen	   välille.	  	  Opettajalla	  täytyy	  olla	  todellinen	  konteksti.	  Luotettavan	  kontekstin	  kautta	  opiskeli-­‐ja	   voi	   oppia	   paljon	   muutakin	   kuin	   vain	   tilastotieteellisiä	   metodeita.	   (Cobb	   ym.	  1997,	  803.)	  	  Jotkut	   tilastotieteilijät	   ovat	   vahvasti	   sitä	  mieltä,	   että	   tilastotiedettä	   tulisi	   opettaa	  omana	   oppiaineenaan	   enemmän	   irrallisena	   matematiikasta.	   Kuten	   esimerkiksi	  taloustieteilijät	   ja	   fyysikot,	  myös	   tilastotieteilijät	   käyttävät	  matematiikkaa	   apuvä-­‐lineenään	  muodostaen	  alan	  tutkimuksineen	  kuitenkin	  oman	  kokonaisuutensa.	  Ar-­‐tikkelissaan	  Cobb	  ja	  Moore	  pohtivatkin,	  tulisiko	  tilastotiede	  irrottaa	  matematiikas-­‐ta	   kouluopetuksessa	   tai	   ainakin	   keskittyä	   tilastotieteen	   kurssilla	  matemaattisten	  mallien	  sijaan	  vain	   tilastotieteellisiin	  menetelmiin.	  Kaikkien	   tilastotieteeseen	   joh-­‐dattelevien	  kurssien	  tulisi	  siis	  pyrkiä	  perehdyttämään	  oppilaat	  tilastotieteelliseen	  ajatteluun	   sekä	   opettaa	   perinteisiä	   tilastotieteessä	   tarvittavia	   elementtejä,	   kuten	  aineiston	  keräämistä,	  analysointia,	  tulosten	  luotettavuuden	  tarkkailua	  ja	  vaihtele-­‐vuutta	  eri	  otoksissa.	  Tietotekniikan	  kehitys	  viimeisten	  vuosikymmenten	  aikana	  on	  vaikuttanut	  paljon	  tilastotieteen	  harjoittamiseen,	  mikä	  myös	  tulisi	  ottaa	  huomioon	  tilastotiedettä	  opetettaessa.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  814–815.)	  	  Suomen	   lukio-­‐opetuksen	   opetussuunnitelmassa	   tilastotieteen	   johdantokurssi	   on	  sisällytetty	  osaksi	  matematiikan	  opintoja.	  Kurssin	  keskeisissä	  tavoitteissa	  ja	  sisäl-­‐löissä	  on	  melko	  hyvin	  sisällytettynä	  tilastotieteellisen	  ajattelun	  kehittymiselle	  tär-­‐keitä	   aiheita,	   kuten	   tilastollisten	   jakaumien	   havainnollistamista	   ja	   tunnuslukujen	  tulkitsemista	   (Opetushallitus	  2003,	  121).	  Opettajan	   ja	  aikataulujen	  varaan	   jää	   se,	  miten	  syvälle	  tilastotieteelliseen	  ajatteluun	  paneudutaan.	  	  	  Opettajia	  piinaavan	  ajanpuutteen	  vuoksi	  vaarana	  on,	  että	  tilastotieteellinen	  perus-­‐teoria	  sivuutetaan	  opetuksessa	   lähes	  täysin	   ja	  opiskelijoille	  tarjotaan	  vain	  valmiit	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tulokset	   käsiteltäviksi.	   Cobb	   ja	   Moore	   vertaavat	   artikkelissaan	   tilastotieteeseen	  johdattelun	   muistuttavan	   liian	   usein	   taikuutta:	   opettaja	   on	   taikuri,	   joka	   loihtii	  opiskelijoille	  tilastolliset	  mallit	  ja	  jakaumat	  valmiiksi	  ilman,	  että	  opiskelijan	  tarvit-­‐see	   ymmärtää	   itse	   loitsua.	   Tällöin	   varsinainen	   tilastotieteelliseen	   ajatteluun	   joh-­‐dattelu	  jää	  lähes	  täysin	  pois	  ja	  matemaattinen	  ajattelutapa	  saa	  suuremman	  paino-­‐tuksen.	  Opetuksessa	  tulisi	  pyrkiä	  esittämään	  oleellinen	  teoriakehys,	  joka	  selventää	  opiskelijoille	   tilastotieteellisten	   menetelmien	   ja	   apuvälineiden	   käyttöä.	   Samalla	  tulisi	   rohkaista	   opiskelijoita	   käyttämään	   itse	  näitä	  menetelmiä	   sekä	   soveltamaan	  niitä	  tilastotieteellisiä	  ongelmia	  ratkaistaessa.	  Kun	  opiskelijat	  hahmottavat	  tilasto-­‐tieteellisen	   ajattelutavan	   sekä	   tilastomatematiikan	   luonteen,	   he	   voivat	   soveltaa	  saamiaan	  matemaattisia	  apuvälineitä	   ja	   strategioita	   ratkoessaan	   jatkossa	  kohtaa-­‐miaan	  ongelmia.	  Myös	  oleellisten	  perustelujen	  löytäminen	  empiirisestä	  aineistosta	  on	   taito,	   jota	   opettajan	   tulisi	   pyrkiä	   opiskelijoille	   opettamaan,	   kunhan	   tilastotie-­‐teellinen	  ajattelutaito	  on	  ensin	  sisäistetty.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  815.)	  	  Cobb	  ja	  Moore	  esittävät	  artikkelissaan,	  että	  paras	  lähestymistapa	  tilastotieteellisiin	  menetelmiin	  on	  aloittaa	  tutkimuksellisen	  aineiston	  analyysillä.	  Se	  tarjoaa	  opiskeli-­‐joille	   jotain	   aidosti	   konkreettista	   ilman,	   että	   heidän	   tarvitsee	   vielä	   ymmärtää	   ai-­‐neiston	   taustalla	   olevia	   yksityiskohtia	   tai	   teorioita.	   Perusmenetelmät	   ovat	   käsit-­‐teellisesti	   yksinkertaisia	   ja	   säännönmukaisia,	   ja	   opiskelija	   saa	   käsitellä	   konkreet-­‐tista	  aineistoa:	  oikeita	  numeroita	  paperilla.	  Motivoiminenkaan	  ei	  ole	  ongelma,	  sillä	  opiskelijat	  kokevat	  yleensä	  valmiin	  aineiston	  analyysin	  helpoksi	  ja	  siten	  myös	  mie-­‐luisaksi.	  Tämä	  on	  hyvä	  lähtökohta	  opetettaessa	  aihetta,	  joka	  herättää	  monissa	  ne-­‐gatiivisia	   ennakkoluuloja.	   Näistä	   positiivisista	   kokemuksista	   on	   hyvä	   jatkaa	   sy-­‐vemmälle	  aiheeseen	  ja	  siirtyä	  hiljalleen	  vaativimpiin	  tehtäviin.	  Aiheeseen	  johdatte-­‐lu	   valmiin	   aineiston	   analyysillä	   ja	   jakaumilla	   valmistaa	   opiskelijaa	  myös	   suunni-­‐telmien	   ja	   päätelmien	   tekemiseen.	   Kun	   tutkimusprosessin	   harjoittelu	   aloitetaan	  tällä	   tavoin	   niin	   sanotusti	   väärästä	   päästä,	   on	   opiskelijan	   helpompi	   hahmottaa,	  miksi	  suunnittelu	  prosessin	  alussa	  on	  tärkeää.	  Jos	  harjoittelu	  aloitettaisiin	  suoraan	  suunnitelman	   tekemisellä,	   olisi	   opiskelijan	   huomattavasti	   vaikeampaa	   ymmärtää	  sen	  hyötyjä.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  815–816.)	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Viime	  vuosina	  niin	  sanottu	   tutkiva	  oppiminen	  on	  saanut	  opetusmenetelmänä	  pal-­‐jon	   huomiota	   ja	   kerännyt	   laajan	   kannattajajoukon.	   Tutkiva	   oppiminen	   tarkoittaa	  opiskelua	  tutkimalla,	  kokeilemalla	  ja	  havainnoimalla.	  Ideana	  on,	  että	  opiskelija	  on	  itse	  aktiivisessa	   roolissa	  oppimisprosessissa	  opettajan	   toimiessa	   tukihenkilönä	   ja	  suunnannäyttäjänä.	  Tutkivasta	  oppimisesta	  on	   saatu	  paljon	  hyviä	  kokemuksia,	   ja	  jatkuvasti	  pyritään	  kehittämään	  uusia	  ideoita	  siitä,	  miten	  tutkimuksellisuutta	  voi-­‐taisiin	   tuoda	   yhä	   suuremmaksi	   osaksi	   kouluissa	   opiskelua.	  Matematiikassa	   tutki-­‐muksellisuus	  asettaa	  omat	  haasteensa.	  Aika	  on	  rajallista	  ja	  joidenkin	  aihealueiden	  opiskelu	   tutkimuksellisesti	   on	   haasteellista.	   Tilastotiede	   tarjoaa	   kuitenkin	   hyviä	  mahdollisuuksia	   tutkimuksellisuuden	   liittämiseksi	   myös	   matematiikan	   oppitun-­‐neille.	   Käytettävissä	   olevasta	   ajasta	   riippuen	   opiskelijat	   voivat	   suorittaa	   sopivan	  laajuisen	   tutkimuksen	   oman	  mielikuvituksensa	   rajoissa.	   Näin	   aiheen	   opiskeluun	  saadaan	  liitettyä	  jokaista	  kiinnostavia	  aiheita,	  ja	  samalla	  projektin	  lomassa	  opiskel-­‐laan	  tärkeitä	  tilastotieteellisen	  tutkimuksen	  vaiheita	  ja	  käsitteitä.	  	  	  Vaikka	   tutkimuksen	   tekemisessä	   opiskelijalla	   on	   aktiivinen	   rooli,	   on	   opettajalla	  tärkeä	  merkitys	  erityisesti	  ensimmäisiä	  tutkimuksia	  toteutettaessa.	  Kuten	  lukemi-­‐nen	  tai	  laskeminen,	  myös	  taulukon	  tulkinta	  on	  taito,	  mitä	  useimmat	  eivät	  osaa	  en-­‐simmäisellä	   kerralla.	   Opettajan	   tulee	   auttaa	   opiskelijoita	   tarjoamalla	   pääpiirteet	  siitä,	   miten	   tutkimus	   etenee.	   	   Oleellista	   on,	   että	   opiskelija	   oppii	   havainnoimaan	  aineistosta	   oleellisia	   asioita,	   käyttämään	   tilastotieteellisiä	   apuvälineitä,	   kuten	   ja-­‐kaumia,	   tulkitsemaan	   aineistoa	   ja	   tuloksia	   kriittisesti	   sekä	   esittämään	   omien	   ha-­‐vaintojensa	  pohjalta	  tuloksia.	  (Cobb	  ym.	  1997,	  816.)	  
6.3. Vaikea	  tilastotiede	  	  Tilastotieteen	  opiskelu	  herättää	  useissa	  ihmisissä	  epämiellyttäviä	  tuntemuksia.	  Se	  koetaan	   toisaalta	   erittäin	   hyödylliseksi,	   mutta	   samalla	   kiusallisen	   vaikeaksi.	   Mo-­‐nella	   saattaa	   olla	   negatiivisia	   ennakkokäsityksiä	   aiheesta	   ilman,	   että	   tietää	   tar-­‐kemmin,	  mistä	  ne	  juontavat.	  Harvey	  Motulsky	  on	  kirjoittanut	  kirjan	  Intuitive	  Bios-­‐
tatistics;	  A	  Nonmathematical	  Guide	  to	  Statistical	  Thinking	  (2010),	   jossa	  hän	  pyrkii	  opettamaan	  tilastotiedettä	  niille,	  joille	  matematiikka	  on	  vaikeaa	  ja	  jotka	  arvostavat	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enemmän	   sanallista	   selitystä	   kuin	   monimutkaisia	   kaavoja.	   Kirjassa	   hän	   pohtii	  myös,	  mikä	  tekee	  tilastotieteen	  opiskelusta	  vaikeaa.	  	  Kirjassa	   listataan	  neljä	  selkeää	  selitystä	  sille,	  miksi	   tilastotiede	  koetaan	  vaikeaksi	  oppia.	   Ensimmäinen	  näistä	  on	  matematiikkapelko.	  Tilastotiede	  nähdään	  vahvasti	  osaksi	  matematiikkaa.	  Ihmisillä,	  jotka	  kokevat	  matematiikan	  itselleen	  vaikeaksi,	  on	  yleensä	   ennakkokäsitys,	   että	   myös	   tilastotiede	   on	   liian	   vaikeaa	   heille.	   Motulsky	  kuitenkin	  painottaa	  kirjassaan,	  että	  tilastotiedettä	  voi	  käyttää	  hyödyllisenä	  apuvä-­‐lineenä	   ilman,	  että	  kaikkea	  sen	   takana	  olevaa	  matematiikkaa	   tarvitsee	  ymmärtää	  täysin.	   (Motulsky	   2010,	   14.)	   Osaahan	   meistä	   moni	   ajaa	   autoakin,	   vaikkei	   täysin	  ymmärrä	  sen	  toimintaa.	  	  Toinen	  syy	  tilastotieteen	  vaikeaksi	  kokemiselle	  on	  sen	  hämmentävä	  terminologia.	  	  Jokaisella	  tieteenalalla	  on	  oma	  terminologiansa,	  ja	  osaksi	  tietyn	  tieteenalan	  opiske-­‐lua	  kuuluu	  myös	  sille	  ominaisen	  käsitteistön	  ja	  terminologian	  opiskelu.	  Tilastotie-­‐teen	  kohdalla	  haastetta	  lisää	  erityisesti	  se,	  että	  kyseisen	  tieteenalan	  terminologias-­‐sa	  tavanomaisilla	  sanoilla	  saattaa	  olla	  täysin	  uudenlainen	  merkitys.	  Terminologiaa	  tuntemattoman	   on	   siis	   käytännössä	   mahdollista	   lukea	   tilastotieteellisiä	   tuloksia	  ymmärtäen	  niiden	  merkityksen	  täysin	  väärin.	  Tällaisia	  väärinymmärryksiä	  aiheut-­‐tavia	   sanoja	   ovat	   esimerkiksi	   virhe	   (error),	   merkitsevä	   (significant),	   normaali	   ja	  
jakauma.	  (Motulsky	  2010,	  15.)	  	  Kolmas	   syy	   on	   jo	   aiemmin	   tässä	   luvussa	   esillä	   ollut	   abstrakti	   ajattelu.	   Tilastotie-­‐teellinen	   ajattelu	   erotetaan	   siis	   usein	   matemaattisesta	   abstraktista	   ajattelusta,	  mutta	  myös	   tilastotieteessä	   tarvitaan	   abstraktia	   hahmotuskykyä.	   Tilastotieteessä	  päätavoitteet	  ovat	  erittäin	  selkeät	   ja	  konkreettiset:	  aineiston	  analysointi	   ja	   johto-­‐päätösten	  tekeminen.	  Logiikka	  näiden	  tavoitteiden	  takana	  on	  kuitenkin	  usein	  mel-­‐ko	   abstraktia.	   Ymmärtääkseen	   tilastotieteellisiä	   perusteluita	   ja	   aineistosta	   saata-­‐vaa	  informaatiota	  on	  ensin	  osattava	  hahmottaa,	  miten	  prosessin	  eri	  osa-­‐alueet	  vai-­‐kuttavat	  tuloksiin.	  On	  hahmotettava,	  mitä	  tarkoitetaan	  populaatiosta	  tai	  aineiston	  keruusta	  puhuttaessa.	  On	  ymmärrettävä,	  mitä	  tietty	  tilastollinen	  jakauma	  kertoo	  ja	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miten	  se	  muuttuu,	  kun	  lähtökohtia	  muutetaan.	  Tällaisten	  asioiden	  hahmottamisen	  kautta	  tilastotieteellinen	  ajattelu	  täydentyy	  aukottomaksi.	  (Motulsky	  2010,	  15.)	  	  Neljäs	  vaikeaksi	  koettu	  seikka	  on	  se,	  että	  tilastotieteessä	  käsitellään	  usein	  tietyllä	  todennäköisyydellä	  tapahtuvia	  tapahtumia	  sen	  sijaan,	  että	  puhuttaisiin	  varmoista	  tapahtumista.	  Monilla	  on	  ennakkokäsitys,	  että	  matematiikan	  tehtävää	  ratkaistaes-­‐sa	   vastauksena	   on	   aina	   täsmällinen	   vastaus.	   Tilastotieteessä	   kuitenkin	   pystytään	  usein	  ilmoittamaan	  vain	  todennäköisyyksiä	  eri	  tapahtumille.	  Irrottautuminen	  tästä	  yhden	   täsmällisen	   vastauksen	   ajattelusta	   voi	   tuottaa	   vaikeuksia	   tilastotieteen	  opiskelussa.	  (Motulsky	  2010,	  16.)	  Nämä	  neljä	  listattua	  asiaa	  selittävät	  siis	  osittain	  sitä,	  miksi	  tilastotieteen	  opiskelu	  tuntuu	  monen	  opiskelijan	  mielestä	  vaikealta.	  Jos	  opiskelija	   on	   tietoinen	   näistä	   vaikeuksia	   aiheuttavista	   seikoista	   ja	   uskomuksista,	  hän	   saattaa	   tietoisesti	   ylittää	   ne	   ja	   kokea	   tilastotieteen	   opiskelun	   helpommin	   lä-­‐hestyttäväksi.	  
6.4. Normaalijakauma	  lukion	  oppikirjoissa	  	  Tässä	  alaluvussa	   tehdään	  kevyt	   sisältöanalyysi	  muutamasta	   lukion	  matematiikan	  oppikirjasta.	   Luku	   sisältää	   eri	   kustantajien	   julkaisemien	   kirjasarjojen	   vertailua	  sekä	  vertailua	   lyhyen	   ja	  pitkän	  matematiikan	  kirjojen	  välillä.	   Sisällön	  analyysissä	  kiinnitetään	   huomiota	   siihen,	   miten	   kirja	   tutustuttaa	   opiskelijan	   normaalijakau-­‐maan	  ja	  miten	  kirja	  sen	  lukijalleen	  opettaa.	  Lisäksi	  on	  nostettu	  esiin	  huomioita	  sii-­‐tä,	  missä	  vaiheessa	  kirja	  esittelee	  lukijalleen	  oleellisia	  käsitteitä	  ja	  missä	  järjestyk-­‐sessä	  oleelliset	  asiat	  esiintyvät.	  Johtuen	  siitä,	  että	  normaalijakauma	  on	  melko	  pieni	  osa	  sekä	   lukion	  pitkän	  että	   lyhyen	  matematiikan	  oppisisältöä	   ja	  se	  kuuluu	  erityi-­‐sesti	   juuri	  tiettyyn	  kurssiin,	  on	  analyysiä	  varten	  valittu	  juuri	  kyseisen	  kurssin	  op-­‐pikirjat:	  pitkän	  matematiikan	  kohdalla	  kuudennen	  kurssin	  oppikirja	  ja	  lyhyen	  ma-­‐tematiikan	  kohdalla	  viidennen	  kurssin	  oppikirja.	  Lopussa	  on	  listattu	  myös	  muuta-­‐mia	  analyysin	  tekijän	  omia	  huomioita	  kirjoista.	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  Opetushallituksen	  laatimassa	  lukion	  opetussuunnitelmassa	  mainitaan	  normaalija-­‐kauma	  sekä	   lyhyen	  että	  pitkän	  matematiikan	  kohdalla.	  Pitkän	  matematiikan	  kuu-­‐dennen	  kurssin	  tavoitteissa	  todetaan,	  että	  oppilaan	  tulisi	  perehtyä	  jatkuvan	  toden-­‐näköisyysjakauman	  käsitteeseen	  ja	  oppia	  soveltamaan	  normaalijakaumaa.	  Tavoit-­‐teiden	  mukaan	  oppilaan	  tulisi	  myös	  oppia	  havainnollistamaan	  jatkuvia	  tilastollisia	  jakaumia	  sekä	  määrittämään	  ja	  tulkitsemaan	  jakaumien	  tunnuslukuja.	  Keskeisiksi	  käsitteiksi	   tuolle	   kurssille	   opetussuunnitelma	   listaa	  muun	  muassa	   jatkuvan	   tilas-­‐tollisen	   jakauman,	   jakauman	   tunnusluvut	   ja	   normaalijakauman.	   (Opetushallitus	  2003,	  121.)	  	  	  Lyhyen	  matematiikan	  viidennen	  kurssin	  tavoitteet	  on	  muotoiltu	  vapaammin	  tulkit-­‐taviksi	  eikä	  niissä	  mainita	  varsinaisesti	  mitään	  jakaumista.	  Kurssin	  tavoitteena	  on	  muun	  muassa	   se,	   että	   oppilas	   perehtyy	   todennäköisyyslaskennan	   perusteisiin	   ja	  harjoittelee	  käsittelemään	  ja	  tulkitsemaan	  tilastollisia	  aineistoja.	  Keskeisissä	  sisäl-­‐löissä	  listataan	  kuitenkin	  tarkemmin	  esimerkiksi	  jatkuvien	  ja	  diskreettien	  tilastol-­‐listen	   jakaumien	   tunnuslukujen	   määrittäminen,	   normaalijakauma	   ja	   jakauman	  normittaminen.	  (Opetushallitus	  2003,	  127.)	  	  Opiskeltava	  sisältö	  on	  siis	  opetussuunnitelman	  määräämissä	  rajoissa	  melko	  sama	  pitkän	   ja	   lyhyen	  matematiikan	   osalta,	  mutta	   painotus	   poikkeaa	   hieman.	   Pitkässä	  matematiikassa	   pyritään	   enemmän	   soveltavaan	   osaamiseen	   ja	   jakauman	   syvälli-­‐sempään	   tulkintaan,	   kun	   taas	   lyhyessä	  matematiikassa	   tavoitellaan	   enemmänkin	  normaalijakauman	  mekaanisen	  käytön	  osaamista	  ja	  sen	  hyötykäyttöä	  työvälineenä	  tulkittaessa	   tilastollisia	  aineistoja.	  Oppikirjat	  analyysiä	  varten	  on	  valittu	  kolmelta	  eri	   kustantajalta	   siten,	   että	   jokaiselta	   kustantajalta	   on	   mukana	   sekä	   lyhyen	   että	  pitkän	  matematiikan	  oppikirja.	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6.4.1. 	  Lyhyen	  matematiikan	  oppikirjat	  	  Lyhyen	  matematiikan	  oppikirjoista	  sisältöanalyysissä	  ovat	  mukana	  WSOY:n	  Lyhyt	  
matikka,	  Otavan	  Variaabeli	   ja	  Tammen	  Sigma.	  Tässä	  analyysissä	   tarkastellaan	   lu-­‐kion	  viidennen	  kurssin	  kirjoja,	  koska	  normaalijakauma	  kuuluu	  vain	  tämän	  kurssin	  sisältöalueeseen.	  	  	  	  
Lyhyt	  matikka	  	  WSOY:n	   Lyhyt	  matikka	   –kirjasarjan	   viides	   kirja	  Tilastot	   ja	   todennäköisyys	   (Aalto	  ym.	   2011)	   on	   selkeästi	   jaettu	   kahteen	   osakokonaisuuteen.	   Se	   alkaa	   todennä-­‐köisyyslaskennalla	   ja	   noin	   puolivälissä	   kirjaa	   alkaa	   aihekokonaisuus	   ”tilasto-­‐oppia”.	  Normaalijakaumaa	  käsittelee	  kirjan	  kaksi	  viimeistä	  lukua,	  ja	  se	  kuuluu	  näin	  tilasto-­‐opin	  kokonaisuuden	  alle.	  	  	  	  Todennäköisyyslaskentaosion	   jälkeen	   kirja	   alkaa	   johdatella	   lukijaa	   jakaumien	  käyttöön	   esittelemällä	   oleellisia	   käsitteitä.	   Kertymä,	   keskihajonta	   ja	   arvojen	   nor-­‐mittaminen	  esitellään	  lukijalle	  ennen	  normaalijakaumasta	  puhumista.	  Normaalija-­‐kauma	   esiintyy	   ensimmäisen	   kerran	   vasta	   kirjan	   toiseksi	   viimeisessä	   luvussa.	  Alustus	   aiheeseen	   tulee	   konkreettisen	   esimerkin	   kautta,	   jossa	   jo	   tutusta	   histo-­‐grammista	   siirrytään	   saman	   ongelman	   nojalla	   normitettuun	   normaalijakaumaan.	  Jakaumaan	  liittyvien	  termien	  käyttö	  on	  tässä	  vaiheessa	  hyvin	  perusteltua,	  sillä	  ne	  ovat	  lukijalle	   jo	  aiemmista	  luvuista	  tuttuja.	  Alkuesimerkin	  jälkeen	  tulee	  pieni	  teo-­‐riaosuus	   ja	   kaksi	   esimerkkiä.	   Tämä	   luku	   keskittyy	   täysin	   normaalijakauman	   ja	  normitetun	  normaalijakauman	  yhteyden	  havainnollistamiseen	  sekä	  niiden	  välisen	  käytön	  opettamiseen.	  Taulukkoarvoja	  ei	  vielä	  tässä	  luvussa	  oteta	  esille,	  vaan	  niille	  on	  oma	  lukunsa	  kirjan	  viimeisenä	  asiana.	  Tämä	  luku	  koostuu	  lyhyestä	  alustusteks-­‐tistä	  ja	  neljästä	  esimerkistä,	  joissa	  keskitytään	  monipuolisesti	  taulukon	  lukemiseen	  ja	  sen	  käytön	  ymmärtämiseen.	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  Tammen	  Sigma-­‐kirjasarjan	  viides	  kirja	  (Hemmo	  ym.	  2004)	  on	  sisältörakenteeltaan	  päinvastainen	  verraten	  Lyhyt	  matikka	  5	  –kirjaan.	   Sigma	  5	  alkaa	   tilastotieteeseen	  tutustumisella,	   ja	   vasta	   kirjan	   loppuosassa	   siirrytään	   todennäköisyyslaskentaan.	  Kirja	  on	  kuitenkin	  kokonaisuutena	  melko	  yhtenäinen,	  eikä	  selkeää	  sisällön	  kahtia	  jakautumista	   huomaa	   samalla	   tavalla	   kuin	   kirjassa	   Lyhyt	  matikka	   5.	   Normaalija-­‐kauma	   on	   tässä	   kirjassa	   viimeisen	   luvun	   aihe	   ja	   se	   kuuluu	   kokonaisuuteen	   ”To-­‐dennäköisyysjakaumia”.	   Tässä	   kirjassa	   normaalijakauma	   sidotaan	   enemmän	   to-­‐dennäköisyyslaskennan	  alle	  kuin	  tilasto-­‐oppiin.	  	  Vaikka	  varsinainen	  normaalijakaumaluku	  on	  kirjassa	  viimeisenä,	  Sigma	  5	  tutustut-­‐taa	   lukijansa	   normaalijakaumaan	   jo	   aiemmin	   kirjassa.	   Ensimmäisen	   kerran	   nor-­‐maalijakauman	  muoto	   esitellään	   jo	   kirjan	   alussa	   sivulla	   35.	   Kyseisessä	   kohdassa	  käsitellään	   frekvenssijakaumia	   ja	   niiden	   luokkavälien	   pienentämistä,	   jolloin	   ja-­‐kauman	  muoto	  alkaa	  lähestyä	  jatkuvaa	  jakaumaa.	  Tämän	  jälkeen	  normaalijakauma	  esiintyy	  kirjassa	  sivulla	  80	  puhuttaessa	  keskihajonnasta.	  Tässä	  esitellään	  normaa-­‐lijakaumaa	   jo	   hieman	   tarkemmin	   ja	   havainnollistetaan	   keskihajontaa	  normitetun	  normaalijakauman	  avulla.	  Edelleenkään	  normaalijakauman	   teoriaa	  ei	  oteta	  esille,	  vaan	   jakaumaa	   käytetään	   vain	   apuvälineenä	   käsitteiden	   havainnollistamisessa.	  Samalla	  opiskelija	  kuitenkin	  tutustuu	  myös	  normaalijakauman	  ominaisuuksiin.	  	  	  Kirjan	   viimeinen	   kokonaisuus	   on	   ”Todennäköisyysjakaumia”,	   jonka	   viimeisenä	  lukuna	  binomijakauman	  jälkeen	  on	  normaalijakauma.	  Jakauma	  on	  siis	  opiskelijoil-­‐le	   jo	   jossain	   määrin	   tuttu	   tässä	   vaiheessa.	   Myös	   siihen	   liittyvät	   käsitteet,	   kuten	  keskihajonta	   ja	   arvojen	   normitus,	   on	   kirjassa	   opetettu	   jo	   aiemmin.	   Kertymäkin	  mainitaan	  kirjan	  alussa,	  mutta	  sitä	  ei	  havainnollisteta	  kuvilla.	  	  	  Normaalijakauma-­‐luku	   alkaa	   alustustekstillä,	   jossa	   on	   myös	   maininta	   jakauman	  keksijästä	  Carl	  Friedrich	  Gaussista.	  Luku	  on	  ulkoisesti	  melko	  eri	  näköinen	  verrat-­‐tuna	  Lyhyt	  matikka	  5	  –kirjan	  vastaavaan	   lukuun.	  Tämän	  kirjan	   luku	  rakentuu	  si-­‐ten,	  että	  alussa	  esitellään	  koko	  aiheeseen	  liittyvä	  teoria	  ja	  vasta	  sen	  jälkeen	  siirry-­‐
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tään	  esimerkkeihin.	  Teoria	  on	  tässä	  kirjassa	  selvästi	  tekstipainotteisempaa,	  eli	  lu-­‐kemista	  on	  enemmän	  kuin	  kirjassa	  Lyhyt	  matikka	  5.	  Teoriaa	  ei	  ole	  järjestelty	  erilli-­‐siin	   laatikoihin,	  mikä	  saattaa	  vaikeuttaa	  oleellisten	  kohtien	   löytämistä	   teoriateks-­‐tin	   joukosta.	  Teoriaosuudessa	   esitellään	  ensin	   yleisesti	   normaalijakaumaa,	   siihen	  liittyvää	   termistöä	   ja	   jakauman	   muodon	   riippuvuutta	   sen	   tunnusluvuista	   sekä	  normaalijakauman	   kertymäfunktion	   merkitys.	   Tämän	   jälkeen	   siirrytään	   suoraan	  normitetun	   normaalijakauman	   teoriaosuuteen.	   Teoria	   aiheesta	   on	   esitetty	   katta-­‐vasti	   ja	   taulukkoarvot	   liitetään	  normitetun	  normaalijakauman	  kertymäfunktioon,	  kun	  taas	  Lyhyt	  matikka	  –kirjassa	  ei	  kertymäfunktiota	  normaalijakauman	  kohdalla	  mainita	   ollenkaan.	   Taulukkoarvojen	   liittäminen	   kertymäfunktioon	   saattaa	   antaa	  niille	   lukijan	   silmissä	   enemmän	   tarkoituksenmukaisuutta	   ja	   liittää	   ne	   paremmin	  aiemmin	   opittuun.	   Taulukoitujen	   arvojen	   käytössä	   saattaa	   olla	   vaarana,	   että	   ne	  jäävät	  vain	   irrallisina	  arvoina	   ja	   ilman	  minkäänlaista	   tarkoitusta	  opiskelijan	  mie-­‐leen.	   Luvusta	   löytyy	  myös	   taulukko,	   johon	  on	   koottu	   ohjeet	  muuttujan	   erilaisten	  prosenttiosuuksien	   laskemiselle	   normaalijakauman	   avulla.	   Lopussa	   on	   vielä	   yksi	  soveltavampi	  esimerkki.	  	  
Variaabeli	  	  Kolmantena	   lyhyen	  matematiikan	   oppikirjana	   sisältöanalyysissä	   oli	   Otavan	   Vari-­‐aabeli	  5	  (Hautajärvi	  ym.	  2004)	  Tämä	  kirja	  on	  jälleen	  jaettu	  selkeästi	  kahteen	  osa-­‐kokonaisuuteen.	  Kirjan	  alkupuoli	  käsittelee	   tilastoja	   ja	  ennen	  puoltaväliä	  vaihtuu	  aiheeksi	   todennäköisyys.	   Normaalijakauma	   on	   omana	   lukunaan	   kirjan	   toiseksi	  viimeisenä.	  Sen	  jälkeen	  tulee	  vielä	  binomitodennäköisyys.	  Tässä	  kirjassa	  normaali-­‐jakauma	  sisältyy	  siis	  todennäköisyyskokonaisuuden	  alle.	  	  	  Keskihajonta	  esitellään	  kirjan	  alkuosassa,	  ja	  heti	  sen	  perään	  tulee	  myös	  muuttujan	  arvon	   normitus.	  Normaalijakaumaa	   kirjassa	   ei	  mainita	   ennen	   kuin	   sitä	   käsittele-­‐vässä	   luvussa	  kirjan	   lopussa.	  Luku	  alkaa	  muutaman	  keskeisen	  avainsanan	   listalla	  ja	   alustustekstillä,	   jossa	   normaalijakaumaa	   lähestytään	   muuttujien	   erilaisuuden	  kautta	   päätyen	   jatkuvan	   muuttujan	   käsitteeseen.	   Heti	   alustuksen	   jälkeen	   luvun	  alkuun	  otetaan	  käsite	  tiheysfunktio,	  jota	  ei	  Sigma-­‐	  ja	  Lyhyt	  matikka	  -­‐kirjoissa	  mai-­‐
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nittu	  ollenkaan.	  Ensin	  siis	  puhutaan	  yleisesti	  jatkuvista	  jakaumista,	  ja	  vasta	  tiheys-­‐funktio-­‐käsitteen	  jälkeen	  päästään	  itse	  normaalijakaumaan.	  	  Normaalijakauman	   yleisen	   esittelyn	   jälkeen	   käydään	   läpi	   esimerkki.	   Tässä	   vai-­‐heessa	   ei	   vielä	   ole	   puhuttu	   normituksesta	   vaan	   ainoastaan	   yleisestä	   normaalija-­‐kaumasta.	  Esimerkin	  kautta	  kirja	  siirtyy	  tarkempien	  todennäköisyyksien	  tarkaste-­‐luun	   ja	   ottaa	   esille	   normaalijakauman	   kertymäfunktion	   ja	   sen	   taulukoidut	   arvot.	  Tätä	   kautta	   esitellään	   normitettu	   normaalijakauma,	   jonka	   jälkeen	   selvennetään	  esimerkin	  avulla	  taulukon	  käyttöä.	  Tässä	  kirjassa	  edetään	  uusiin	  käsitteisiin	  paljol-­‐ti	   tarpeen	   kautta.	   Uusia	   asioita	   ei	   siis	   vain	   esitellä	   irrallisina	   faktoina,	   vaan	   joka	  esimerkin	  jälkeen	  tapausta	  laajennetaan	  tarjoamalla	  lukijalle	  uusia	  keinoja	  ratkais-­‐ta	  ongelmia.	  Taulukkoesimerkin	  jälkeen	  kirja	  esittelee	  normeerauksen	  tarpeellise-­‐na	  toimenpiteenä	  taulukon	  käytölle.	  Normeerauksen	  teorian	  jälkeen	  esitellään	  vie-­‐lä	  kaksi	  havainnollistavaa	  esimerkkiä,	  joista	  toinen	  on	  hieman	  soveltava.	  	  
Yhteenveto	  	  Normaalijakauma	   asettuu	   siis	   kaikissa	   näissä	   kolmessa	   kirjassa	   aivan	   viimeisten	  lukujen	   joukkoon,	   kuten	   oletettavasti	   kaikissa	   kirjasarjoissa.	   Tämän	   selittää	   toki	  se,	  että	  kurssi	  on	  aiheeseen	  johdatteleva	  ja	  normaalijakauma	  vaatii	  jo	  jonkinlaista	  todennäköisyyslaskennan	   ja	   tilasto-­‐opin	   ymmärrystä.	  Normaalijakauma	   sisällyte-­‐tään	  kirjoissa	  vaihtelevasti	  joko	  todennäköisyyslaskennan	  aihekokonaisuuteen	  tai	  tilasto-­‐oppiin	  riippuen	  yleensä	  siitä,	  missä	  järjestyksessä	  nämä	  aihealueet	  kirjassa	  käsitellään.	   Aiheeseen	   liittyviä	   tehtäviä	   näissä	   kirjoissa	   esiintyy	  melko	   tasaisesti.	  Lyhyt	  matikka	  5	  –kirjassa	   tehtäviä	  on	  määrällisesti	  eniten	   johtuen	  siitä,	  että	  nor-­‐maalijakauman	   käsittely	   on	   jaettu	   kahteen	   lukuun.	   Tehtävät	   ovat	   pääosin	   perus-­‐tehtäviä,	  mutta	  joitakin	  soveltamistakin	  vaativia	  tehtäviä	  on	  mukana.	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6.4.2. 	  Omia	  huomioita	  lyhyen	  matematiikan	  oppikirjoista	  
	  Kirjojen	   luvut	   ovat	   rakenteeltaan	   melko	   erinäköisiä.	   Lyhyt	   matikka	   –kirjan	   teo-­‐riaosuus	  on	  ensi	  näkemältä	  kaikkein	  selkein,	  sillä	  siinä	  on	  vähiten	  tekstiä	  ja	  tärkeä	  teoria	  on	  selkeästi	  eroteltu	  omiin,	  rajattuihin	  laatikoihin.	  Lisäksi	  luku	  sisältää	  pal-­‐jon	  kuvia	  jakaumista.	  Variaabeli-­‐	   ja	  Sigma-­‐kirjojen	  kyseiset	  luvut	  sisältävät	  paljon	  tekstiä.	  Variaabelissa	  teoriaosuudet	  on	  myös	  eroteltu	  rajattuihin	  laatikoihin,	  mutta	  lukua	  silmäillessä	  häiritsee	  se,	  että	  näissä	   teorialaatikoissa	   tekstiä	  on	  todella	  pal-­‐jon	   ja	   siten	   niiden	   erotteleva	  merkitys	   kärsii.	   Esimerkit	   ovat	   kuitenkin	   selkeästi	  eroteltavissa	   teoriasta.	   Sigmassa	   taas	   koko	   luku	   näyttää	   yhdeltä	   tarinalta,	   sillä	  erottelua	  ei	  juuri	  ole.	  Lukemista	  raskauttaa	  myös	  se,	  että	  Sigmassa	  koko	  luvun	  teo-­‐ria	  käydään	  kerralla	  läpi	  ja	  vasta	  sen	  jälkeen	  annetaan	  esimerkkejä.	  Variaabelissa	  luvun	  lukemista	  keventää	  teoriaosuuksien	  välissä	  esitellyt	  esimerkit.	  Lyhyt	  matik-­‐ka	  -­‐kirjan	  luku	  puolestaan	  koostuu	  pääasiassa	  esimerkeistä,	   ja	  niille	  onkin	   jätetty	  paljon	  myös	  opetuksellista	  arvoa.	  On	  vaikeaa	  sanoa,	  mikä	  tyyleistä	  on	  paras	  ja	  mi-­‐kä	  huonoin.	  Toisille	  opiskelijoille	  saattaa	  sopia	  mahdollisimman	  yksinkertainen	  ja	  pelkistetty	   teksti,	   kun	   taas	   toisten	   oppimista	   tukee	   paremmin	   pidempi	   ja	   katta-­‐vampi	  selitys	  aiheesta.	  Havainnollistavia	  jakaumien	  kuvia	  kaikista	  kirjoista	  löytyy	  hyvin.	  	  	  Kirjoissa	  vaihtelee	  paljon	  myös	  yleisen	  normaalijakauman	  ja	  normitetun	  normaali-­‐jakauman	   osuudet.	   Esimerkiksi	   Sigmassa	   kaikki	   luvun	   esimerkit	   käsittelevät	   sa-­‐tunnaismuuttujien	  normitusta,	  ja	  siten	  yleinen	  normaalijakauma	  ja	  sen	  käyttö	  jää-­‐vät	   lukijalle	   hieman	   pimentoon.	   Lyhyt	   matikka	   aloittaa	   suoraan	   normitetulla	   ja-­‐kaumalla	  ja	  esittelee	  vasta	  myöhemmin	  yleisen	  normaalijakauman.	  Kaikki	  esimer-­‐kit	  kuitenkin	  käsittelevät	  normitettua	  normaalijakaumaa,	  joten	  myös	  tämän	  kirjan	  lukija	   voi	   sivuuttaa	   yleisen	   normaalijakauman	   lähes	   täysin.	   Parhaiten	   kirjoista	  yleistä	  normaalijakaumaa	  esittelee	  Variaabeli.	  Siinä	  käydään	  pitkästi	  teoriaa	  ensin	  pelkän	   yleisen	   normaalijakauman	   ympärillä	   ja	   esitellään	   myös	   esimerkki.	   Vasta	  tämän	   jälkeen	   siirrytään	   normitettuun	   normaalijakaumaan	   jälleen	   sen	   tarpeelli-­‐suutta	  perustellen.	  Mielestäni	  tässä	  luodaan	  tasapainoinen	  kuva	  yleisestä	  normaa-­‐lijakaumasta	  ja	  normitetun	  normaalijakauman	  käyttökelpoisuudesta.	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6.4.3. Pitkän	  matematiikan	  oppikirjat	  	  Pitkän	  matematiikan	  oppikirjoista	  sisältöanalyysissä	  olivat	  mukana	  WSOY:n	  Pitkä	  
matematiikka,	  Otavan	  Calculus	  ja	  Tammen	  Pitkä	  sigma.	  Näistä	  kirjasarjoista	  tutkin	  vain	   lukion	   kuudennen	   kurssin	   kirjoja,	   koska	   normaalijakauma	   kuuluu	   pitkässä	  matematiikassa	  juuri	  tämän	  kurssin	  sisältöalueeseen.	  	  
Pitkä	  matematiikka	  	  
	  WSOY:n	   Pitkä	   matematiikka	   6	   Todennäköisyys	   ja	   tilastot	   (Kangasaho	   ym.	   2005)	  alkaa	   todennäköisyyslaskennalla.	  Kirjan	   sisältöä	  ei	  ole	  millään	   lailla	   jaoteltu	   suu-­‐remmiksi	   osakokonaisuuksiksi,	   vaan	   kaikki	   luvut	   muodostavan	   yhden	   kokonai-­‐suuden.	  Kirja	  on	  sisällysluettelon	  perusteella	  todennäköisyyslaskentaan	  painottu-­‐va.	  Normaalijakaumaluku	  on	  kirjassa	  viimeisenä.	  	  Vaikka	   normaalijakauma	   esiintyy	   ensimmäisen	   kerran	   vasta	   kirjan	   viimeisessä	  luvussa,	   oleellisia	   käsitteitä	   esitellään	   lukijalle	   pitkin	   kirjaa.	   Satunnaismuuttuja-­‐käsitteeseen	  tutustutaan	   jo	  heti	  kirjan	  alussa.	  Myös	  keskihajonta	   ja	  kertymä	  tule-­‐vat	  lukijalle	  tutuksi	  ennen	  siirtymistä	  normaalijakaumaan.	  	  	  Normaalijakauma-­‐luku	   aloittaa	   aiheeseen	   johdattelun	   arkipäiväisen	   esimerkin	  avulla.	  Esimerkissä	   tutkitaan	  ensin	   lukijalle	   tuttua	  diskreettiä	   jakaumaa	   ja	   siirry-­‐tään	  saman	  ongelman	  kautta	  tutkimaan	  normaalijakaumaa.	  Näin	  normaalijakauma	  sidotaan	  aiemmin	  opittuun	  ja	  siirtyminen	  uuteen	  asiaan	  tapahtuu	  pehmeästi.	   	  Al-­‐kuesimerkin	   jälkeen	   on	   teoriaosuus,	   jossa	   palataan	   hieman	   takaisin	   päin.	   Ensin	  käydään	  läpi	  teoriaa	  yleisesti	  jatkuvista	  satunnaismuuttujista	  ja	  niiden	  tiheysfunk-­‐tioista	  sekä	  todennäköisyyksien	  määrittämisestä	  tiheysfunktion	  avulla.	  Tästä	  siir-­‐rytään	  normaalijakauman	   teoriaosuuteen,	   jonka	   jälkeen	  esitellään	  yksi	  esimerkki	  yleisen	  normaalijakauman	  käytöstä.	  Tämän	  jälkeen	  seuraa	  teoriaa	  normittamises-­‐ta	  ja	  normitetusta	  normaalijakaumasta.	  Samalla	  käsitellään	  myös	  normitetun	  nor-­‐maalijakauman	  kertymäfunktio	  ja	  sen	  taulukoidut	  arvot.	  Tätä	  teoriaosuutta	  seuraa	  kolme	  esimerkkiä	  normituksesta	  ja	  taulukon	  käytöstä.	  
50	   	  
	  
	  Pitkä	   matematiikka	   -­‐kirjan	   normaalijakauma-­‐lukuun	   kuuluu	   myös	   teoriaosuus	  binomijakaumasta	   sekä	   sen	  normaalijakauma-­‐approksimaatiosta.	   Samassa	  yhtey-­‐dessä	  opetetaan	  myös	  jatkuvuuskorjaus	  approksimaation	  parantamiseksi.	  Binomi-­‐jakauma	  liitetään	  luvun	  aiheeseen	  perustellen	  sillä,	  että	  binomijakauman	  todennä-­‐köisyyksiä	  on	  mahdollista	  approksimoida	  normaalijakaumalla.	  Perusteluissa	  esiin-­‐tyy	  myös	  keskeinen	  raja-­‐arvolause.	  Luvun	   loppuun	  esitellään	  vielä	  esimerkki	  ap-­‐proksimaation	  käytöstä.	  	  
Calculus	  	  Otavan	  Calculus	   3	   (Jäppinen	   ym.	   2008)	   sisältää	   kuudennen	  pitkän	  matematiikan	  kurssin	  materiaalin,	  sillä	  kukin	  Calculus-­‐kirja	  sisältää	  kaksi	   lukiokurssia.	  Kuuden-­‐nen	   kurssin	   sisältö	   on	   jaoteltu	   neljään	   kokonaisuuteen.	   Se	   alkaa	   tilastoilla,	   josta	  siirrytään	   todennäköisyyteen	   ja	   sitten	   kombinatoriikkaan.	   Viimeisenä	   aihekoko-­‐naisuutena	  on	  todennäköisyysjakauma.	  Tämän	  kokonaisuuden	  alla	  on	  viisi	   lukua,	  joissa	  tutustutaan	  todennäköisyysjakaumien	  tunnuslukuihin	  ja	  viimeisessä	  luvussa	  normaalijakaumaan.	   Sisällysluettelon	   perusteella	   kirja	   sisältää	   enemmän	   tilasto-­‐oppia	  kuin	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirja.	  	  Todennäköisyysjakauma-­‐kokonaisuus	   alkaa	   satunnaismuuttujan	   käsitteeseen	   tu-­‐tustumisella.	   Todennäköisyysjakaumista	   ensin	   käsitellään	   binomijakauma,	  minkä	  jälkeinen	  luku	  siirtyy	  käsittelemään	  yleisesti	  jatkuvia	  jakaumia.	  Tässä	  luvussa	  luki-­‐ja	   tutustuu	   tiheysfunktion	   käsitteeseen	   ja	   sen	   avulla	   määritettäviin	   todennäköi-­‐syyksiin.	  Myös	  kertymäfunktio	  käydään	  läpi	  ja	  liitetään	  aiemmin	  opittuun	  diskree-­‐tin	  jakauman	  porrasmaiseen	  kertymäfunktioon.	  	  Normaalijakauma-­‐luku	  alkaa	  lyhyellä	  alustuksella	  normaalijakauman	  yleisyydestä	  ja	  sen	  tärkeydestä	  käytännössä.	  Tästä	  siirrytään	  normaalijakauman	  tiheysfunktion	  esittelyyn,	  minkä	  yhteydessä	  käsitellään	  normaalijakauman	  tunnusluvut	  ja	  yleistä	  teoriaa	  muun	  muassa	   normaalijakauman	  muodosta.	   Teoria	   jatkuu	   tästä	   suoraan	  normitettuun	  normaalijakaumaan	  sekä	  sen	  tiheys-­‐	  ja	  kertymäfunktioon.	  Varsinais-­‐
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ta	  muuttujan	   normittamista	   ei	   vielä	   opeteta.	   Kertymäfunktion	   yhteyttä	   todennä-­‐köisyyksien	   laskemiseen	   käydään	   läpi	   ja	   havainnollistetaan	   usean	   esimerkki-­‐käyrän	   avulla.	   Teoriaosuuden	   jälkeen	   seuraa	   kolme	   esimerkkiä.	   Yhdessä	   näistä	  esimerkeistä	   esitellään	   binomijakauman	   approksimaatiota	   normaalijakauman	  avulla.	  Esimerkeissä	  käytetään	  myös	  normitettua	  normaalijakaumaa	  ja	  sen	  tiheys-­‐funktion	  taulukkoarvoja	  ilman,	  että	  varsinaista	  muuttujan	  normittamista	  vielä	  tar-­‐vitaan.	  Taulukon	  lukemista	  ei	  kirjassa	  opeteta,	  vaikka	  sitä	  esimerkeissä	  käytetään.	  Näiden	   esimerkkien	   jälkeen	   siirrytään	   normaalijakauman	   normittamiseen,	   joka	  käsitellään	  hyvin	  lyhyesti.	  Sitä	  seuraa	  vielä	  kaksi	  esimerkkiä,	  joista	  toinen	  vaatii	  jo	  hieman	  opittujen	  tietojen	  soveltamista.	  	  
Pitkä	  Sigma	  	  Tammen	  Pitkä	  Sigma	  6	  Todennäköisyys	  ja	  tilastot	  (Alatupa	  ym.	  2010)	  sisältää	  viisi	  varsinaista	   lukua.	   Niistä	   ensimmäisessä	   tutustutaan	   tilastotieteen	   peruskäsittei-­‐siin,	   mutta	   muuten	   kirja	   on	   vahvasti	   todennäköisyyteen	   painottuva.	   Viimeinen	  varsinainen	  asiakokonaisuus	  on	  ”Jakaumia”	  ja	  se	  sisältää	  kolme	  lukuaa.	  Näistä	  vii-­‐meisenä	  on	  jälleen	  Normaalijakauma.	  	  Jakaumiin	   liittyvää	   käsitteistöä	   kirja	   esittelee	   lukijalleen	   kattavasti	   jo	   ensimmäi-­‐sessä	   luvussa.	  Muun	  muassa	  keskihajonta	   ja	  kertymäjakauman	  kuvaaja	  esitellään	  tilastotieteen	  peruskäsitteiden	  alla.	  Vastaavasti	  kuin	   lyhyen	  matematiikan	  Sigma-­‐oppikirjassa,	   tämä	   pitkän	   matematiikankin	   kirja	   esittelee	   normaalijakaumaa	   jo	  ennen	  sen	  varsinaiseen	  teoriaan	  siirtymistä.	  Heti	  ensimmäisessä	  luvussa	  keskiha-­‐jonnan	   kohdalla	   havainnollistetaan	   käsitettä	   käyttämällä	   normaalijakauman	   käy-­‐rää.	   	   Tässä	   kohdassa	   ei	   vielä	   esitellä	   normaalijakauman	   teoriasta	   mitään,	   mutta	  lukijalle	  halutaan	  jo	  antaa	  mielikuva	  jakauman	  olemassaolosta	  ja	  sen	  hyödyllisyy-­‐destä.	  Luvun	   lopussa	  esitellään	  vielä	  muuttujan	  arvon	  normittaminen	  ennen	  siir-­‐tymistä	  todennäköisyyslaskentaan.	  	  ”Jakaumia”	   kokonaisuudessa	   tutustutaan	   ensin	   binomijakaumaan	   ja	   sen	   pisteto-­‐dennäköisyyksiin.	   Seuraavassa	   luvussa	   tarkastellaan	   yleisesti	   jatkuvia	   todennä-­‐
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köisyysjakaumia,	  käydään	  läpi	  niihin	  liittyvää	  käsitteistöä	  sekä	  havainnollistetaan	  kertymäfunktion	   käyttöä	   todennäköisyyksiä	   laskettaessa.	   Näiden	   jälkeen	   siirry-­‐tään	  kirjan	  viimeiseen	  lukuun	  eli	  normaalijakaumaan.	  	  	  Kirjan	  luku	  aiheesta	  on	  ensivilkaisun	  perusteella	  erittäin	  kattava.	  Luku	  alkaa	  tutus-­‐tumisella	   jakauman	   tunnuslukuihin	  samalla	   sitoen	  ne	  aiemmin	  opittuihin	  vastaa-­‐viin	   käsitteisiin.	   Normaalijakauma	   esitellään	   lukijalle	   binomijakauman	   jatkuvana	  vastineena.	  	  Myös	  tämä	  kirja	  tuo	  esiin	  normaalijakauman	  tärkeyden	  ja	  monet	  käyt-­‐tömahdollisuudet.	   Jo	   luvun	   ensimmäisellä	   sivulla	   lukijalle	   esitellään	   normaalija-­‐kauman	   tiheysfunktion	  kaava.	  Sitä	  enempää	  avaamatta	  siirrytään	   tutkimaan	  nor-­‐maalijakauman	  muotoa	  ja	  sijaintia	  x-­‐akselilla	  sekä	  näiden	  ominaisuuksien	  yhteyttä	  normaalijakauman	   tunnuslukuihin.	   Tästä	   päästään	   normaalijakauman	   kertymä-­‐funktioon	  ja	  normitettuun	  normaalijakaumaan.	  	  Teksti	  sitoo	  hyvin	  yhteen	  normite-­‐tun	  normaalijakauman	   tiheysfunktion	   ja	  kertymäfunktion	   sekä	   tukee	   lukijan	  ym-­‐märrystä	   vielä	   molempien	   kuvaajilla.	   Tämän	   jälkeen	   opetetaan	   kertymäfunktion	  arvojen	  lukeminen	  taulukon	  avulla	  hyvin	  yksityiskohtaisesti	  ja	  annetaan	  kaksi	  kat-­‐tavaa	  esimerkkiä,	  joissa	  käydään	  läpi	  erilaisten	  todennäköisyyksien	  määrittämistä.	  Esimerkkien	   jälkeen	   käydään	   vielä	   uudestaan	   läpi	   todennäköisyyksien	  määrittä-­‐mistä	   esimerkkikuvaajien	   avulla.	   Luvun	   viimeisenä	   asiana	   käydään	   läpi	   satun-­‐naismuuttujan	  normittaminen,	  ja	  myös	  se	  perustellaan	  kattavasti.	  Lopussa	  on	  vielä	  viisikohtainen	   yhteenveto	   todennäköisyyden	   laskemisen	   avuksi	   sekä	   kaksi	   esi-­‐merkkiä,	  joista	  toinen	  vaatii	  jo	  hieman	  soveltamista.	  	  Kirjan	   lopussa	   olevassa	   ekstra-­‐osiossa	   on	   luku,	   jossa	   opetetaan	   binomijakauman	  normaaliapproksimaatio.	   Tällaisen	   ekstra-­‐osion	   opiskelu	   jää	   todennäköisesti	  useimmiten	  opiskelijan	  itsenäisen	  opiskelun	  varaan.	  	  
Yhteenveto	  
	  Niin	  lyhyen	  kuin	  pitkän	  matematiikan	  oppikirjoissa	  normaalijakauma	  sijoittui	  aina	  kirjan	   viimeiseen	   lukuun.	   	   Kaikki	   kirjat	   opettavat	   lukijalle	   oleelliset	   käsitteet	   jo	  ennen	   normaalijakauma-­‐lukua,	   mutta	   ainoastaan	   Pitkä	   Sigma	   tutustuttaa	   lukijaa	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itse	   normaalijakaumaan	   jo	   kirjan	   alkuvaiheilta	   lähtien.	   Tilastojen	   ja	   todennä-­‐köisyyslaskennan	  painotus	  vaihtelee	  kirjoittain.	  	  Calculus-­‐kirja	  sisältää	  sisällysluet-­‐telon	  perusteella	  eniten	  tilastotiedettä.	  	  Kirjojen	  luvut	  ovat	  teoriasisällöiltään	  melko	  yhtenevät.	  Calculus-­‐kirjassa	  tosin	  jäte-­‐tään	   normitetun	   normaalijakauman	   kertymäfunktion	   taulukoitujen	   arvojen	   luke-­‐minen	   todella	   vähäiselle	   huomiolle	   ja	   vastuu	   sen	   opettamisesta	   jää	   opettajalle.	  Myös	  binomijakauman	  normaaliapproksimaatio	   löytyy	  kaikista	  näistä	  pitkän	  ma-­‐tematiikan	  oppikirjoista.	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirjassa	  se	  esitellään	  osana	  normaa-­‐lijakauma-­‐lukua	   ja	   sen	   yhteydessä	   on	   maininta	   myös	   keskeisestä	   raja-­‐arvolauseesta.	  Calculus-­‐kirjassa	  approksimaatio	  on	  myös	  luvun	  yhteydessä,	  mutta	  se	   käydään	   läpi	   esimerkin	   avulla.	   Pitkä	   Sigma	   -­‐kirjassa	   normaaliapproksimaatio	  löytyy	   kirjan	   ekstraosiosta	   ja	   siten	   se	   todennäköisesti	   sivuutetaan	   helposti	   oppi-­‐tunnilla.	  Ainoastaan	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirja	  opettaa	  asian	  yhteydessä	  myös	  jat-­‐kuvuuskorjauksen.	  	  
6.4.4. Omia	  huomioita	  pitkän	  matematiikan	  oppikirjoista	  
	  Kirjojen	  lukujen	  rakenteissa	  on	  jonkin	  verran	  eroja.	  	  Pitkä	  matematiikka	  on	  selväs-­‐ti	  vähäsanaisin,	  kun	  taas	  Sigma-­‐	  ja	  Variaabeli-­‐kirjojen	  luvut	  sisältävät	  melko	  paljon	  tekstiä.	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirjassa	  tärkeä	  teoria	  on	  eroteltu	  omiin	  laatikoihinsa,	  kun	  taas	  Calculuksessa	  luku	  on	  niin	  sanotusti	  yhtenäistä	  tarinaa,	  jonka	  lopussa	  on	  esimerkit.	   Sigma-­‐kirjassa	   normaalijakauma-­‐luku	   on	   selkeästi	   pisin.	   Se	   on	   myös	  melko	   tekstipainotteinen,	   mutta	   lukemista	   keventää	   jonkin	   verran	   tekstin	   väliin	  sijoitetut	  kuvat	  ja	  kuvaajat	  sekä	  muista	  kirjasarjoista	  poiketen	  käytetyt	  värit.	  Teks-­‐tissä	  käydään	  joitain	  asioita	  hyvinkin	  yksityiskohtaisesti	  läpi	  ja	  esimerkiksi	  toden-­‐näköisyyksien	  määrittämistä	   esitellään	   useaan	   otteeseen.	   Kirjat	   on	   selvästi	   tehty	  erilaisille	  lukijoille	  ja	  oppijoille.	  Toisen	  oppimista	  saattaa	  tukea	  asian	  pikkutarkka	  läpikäyminen	  ja	  useammasta	  suunnasta	  tarkastelu,	  kun	  taas	  toista	  palvelee	  enem-­‐män	  jämäkkä,	  suoraviivainen	  ja	  teoriapainotteinen	  ote.	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Calculus-­‐	  ja	  Sigma	  -­‐kirjoissa	  on	  teoriatekstin	  lomassa	  esitettynä	  normaalijakauman	  ja	  normitetun	  normaalijakauman	  tiheysfunktion	  kaavat.	  Kaavoja	  ei	  kuitenkaan	  sen	  enempää	   avata.	   Yhtäkkiseltään	   kaavat	   vaikuttavat	   jäävän	   lukijalle	   irrallisiksi	   ja	  täysin	  käsittämättömiksi,	  vaikka	  ne	  ovat	  hyvin	  keskeisellä	  paikalla	  teorian	  lomas-­‐sa.	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirja	  esittelee	  vain	  yleisen	  normaalijakauman	  tiheysfunk-­‐tion	  kaavan	  pienenä	  huomautuksena	  sivun	  alaviitteessä.	  	  	  Kirjoja	   lukiessa	   huomio	   kiinnittyi	   myös	   erilaiseen	   ilmaisutapaan	   normaalija-­‐kaumasta.	   Pitkä	   matematiikka	   ja	   Sigma	   määrittelevät,	   että	   ”satunnaismuuttuja	  noudattaa	  normaalijakaumaa”,	  kun	   taas	  Calculus	  käyttää	  sanamuotoa	   ”satunnais-­‐muuttujalla	  on	  normaalijakauma”.	  Toisaalta	  Calculus	  muuttaa	  sanamuodon	  muita	  kirjoja	  vastaavaksi	  erään	  esimerkin	  kohdalla.	  	  	  Calculus-­‐kirjassa	   esitellään	   satunnaismuuttujan	   käsite	   melko	   korkealentoisesti	  ”otosavaruudessa	   määriteltynä	   reaaliarvoisena	   funktiona	  𝑥:𝐸 → ℝ".	  Tätä	   määrit-­‐telyä	  avataan	  vielä	  sanallisesti	  ja	  esimerkin	  muodossa,	  mutta	  matemaattinen	  mää-­‐rittely	  𝑥:𝐸 → ℝ	  saattaa	   jäädä	   lukijalle	   merkityksettömäksi.	   Sigma-­‐kirja	   antaa	   sa-­‐tunnaismuuttujalle	   sanallisen	   ja	  melko	  pitkän	  määrittelyn,	  mutta	  varsinaista	  ma-­‐temaattista	  määritelmää	  ei	  kirjassa	  ole.	  Pitkä	  matematiikka	  -­‐kirja	  tyytyy	  myös	  sa-­‐nalliseen	   selitykseen	   satunnaismuuttujasta	   sekä	   käsitteen	   havainnollistamiseen	  esimerkkien	  kautta.	   Jälleen	  voi	   todeta	  näiden	  kirjojen	   tukevan	  erilaisia	  oppijoita:	  toiselle	  käsitteen	  merkitys	  avautuu	  vain	  sanallisen	  selityksen	  ja	  esimerkkien	  kaut-­‐ta,	  kun	  taas	  toinen	  kaipaa	  täsmällistä	  matemaattista	  määrittelyä.	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7. Normaalijakaumaan	  liittyvät	  tehtävät	  ylioppilaskirjoituksissa	  	  
”Kyse	  ei	  ole	  siitä,	  etteivätkö	  he	  näkisi	  vastausta.	  He	  eivät	  näe	  ongelmaa.”	  
-­‐G.	  K.	  Chesterton:	  The	  Scandal	  of	  Father	  Brown	  (Dimensio	  6/2005,	  Lahtinen,	  16)	  	  Päätin	  aloittaa	  tämän	  luvun	  ylläolevalla	  Aatos	  Lahtisen	  poimimalla	   lauseella,	   joka	  kuvaa	   hyvin	   usein	   matematiikan	   ylioppilastehtävien	   ratkaisuissa	   vastaantulevaa	  ongelmaa.	  Käydessäni	  tätä	  lukua	  varten	  läpi	  Lahtisen	  kommentteja	  oppilaiden	  yli-­‐oppilastehtävien	  ratkaisuista,	  nousi	  useiden	  tehtävien	  kohdalla	  esiin,	  että	  ylioppi-­‐lastutkintolautakunta	  joutui	  vähentämään	  useita	  pisteitä	  niukoista	  ja	  puutteellisis-­‐ta	   perusteluista	   sekä	   välivaiheista.	   Vastausta	   arvokkaampaa	   on	   nimittäin	   selkeä	  perustelu	  siitä,	  miten	  vastaukseen	  on	  päädytty.	  Tässä	  luvussa	  tehdään	  katsaus	  yli-­‐oppilaskirjoituksissa	  esiintyneisiin	  normaalijakaumatehtäviin	  sekä	  oppilaiden	  me-­‐nestymiseen	  niissä.	  	  
7.1. Pitkä	  matematiikka	  
	  Pitkän	  matematiikan	  osalta	  nostetaan	   tässä	   esille	   huomioita	  myös	  muista	   toden-­‐näköisyysjakaumiin	  liittyvistä	  tehtävistä,	  kuten	  tiheysfunktiota	  ja	  kertymäfunktio-­‐ta	   käsittelevistä	   tehtävistä.	   Tämä	   sen	   vuoksi,	   että	   varsinaisia	   suoraviivaisia	   nor-­‐maalijakaumatehtäviä	   osoittautui	   ylioppilaskokeissa	   olevan	   todella	   vähän,	   ja	   toi-­‐saalta	   näissä	   yleisesti	   todennäköisyysjakaumia	   käsittelevissä	   tehtävissä	  mitataan	  sellaisia	   tietoja	   ja	   taitoja,	   jotka	   ovat	   tärkeitä	  myös	   normaalijakaumaan	   liittyvissä	  tehtävissä.	   Siten	   tehtävät	   heijastavat	   hyvin	   myös	   opiskelijan	   normaalijakauman	  osaamista.	  Tehtävät,	  jotka	  käsittelevät	  aidosti	  normaalijakaumaa,	  on	  nostettu	  esiin	  taulukon	   jälkeisessä	  erittelyssä.	  Tällaisia	   tehtäviä	  osoittautui	  olevan	  pitkän	  mate-­‐matiikan	  kokeessa	  harmillisen	  vähän.	  
	  Seuraavaan	  taulukkoon	  on	  listattu	  kaikki	  todennäköisyysjakaumiin	  liittyvät	  tehtä-­‐vät,	   jotka	  ovat	  esiintyneet	  pitkän	  matematiikan	  ylioppilaskokeissa	  alkaen	  kevään	  1999	  kokeesta	  syksyn	  2013	  kokeeseen	  asti.	  Taulukon	  alla	  on	  avattu	  hieman	  tehtä-­‐
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viä	  sekä	  nostettu	  esiin	  selkeästi	  normaalijakaumaa	  käsittelevät	  tehtävät.	  Taulukos-­‐sa	   esitellään	   kevään	   kokeissa	   esiintyneiden	   tehtävien	   vastausprosentti,	   näiden	  tehtävien	  pistekeskiarvo	  sekä	  pistekeskiarvon	  hajonta.	  Syksyn	  kokeista	  vastaavia	  tietoja	  ei	  valitettavasti	  ollut	  saatavilla.	  Taulukon	  lukuarvoissa	  on	  huomioitu	  kaikki	  matematiikan	  ylioppilaskokeeseen	  osallistuneet	  eli	  sekä	  pakollisena	  että	  valinnai-­‐sena	  matematiikan	  kirjoittaneet	  abiturientit.	  Poikkeus	  tähän	  on	  viimeinen	  rivi	  eli	  kevään	  1999	  koe,	  jossa	  annetut	  arvot	  perustuvat	  matematiikan	  pakollisena	  kirjoit-­‐taneisiin.	  Suluissa	  on	  erikseen	  esitetty	  matematiikan	  ylimääräisenä	  kirjoittaneiden	  arvot	  tuona	  keväänä.	  	  	  
taulukko	   1.	  Pitkän	  matematiikan	  ylioppilaskokeissa	  esiintyneet	   todennäköisyys-­‐jakaumatehtävät	  vuosina	  1999–2013.	  	  YO-­‐koe,	  tehtävä	   Vastausprosentti	   Pistekeskiarvo	   Hajonta	  S2012,	  14*	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2010,	  13	  	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2007,	  8	   34,8	   3,72	   2,7	  K2006,	  8	   73,0	   1,81	   2,0	  K2005,	  9a	   56,8	   1,50	   2,2	  S2003,	  8	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2002,	  15	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2001,	  7	   52,8	   3,45	   2,7	  K2000,	  8	   72,0	   3,21	   2,7	  K1999	  5b	   93,1	  (85,8)**	   3,18	  (2,15)**	   2,4	  (2,1)**	  (Lähde	   http://matta.hut.fi/matta/yoteht/,	   Dimensio	   6/07,	   Dimensio	   6/06,	   Dimensio	   6/05,	   Di-­‐mensio	  6/01,	  Dimensio	  6/00,	  Dimensio	  6/99)	  	  *jokeritehtävä	  **Arvot	  ovat	  pitkän	  matematiikan	  pakollisena	  kirjoittaneiden	  arvoja	  (suluissa	  ylimääräisenä	  pitkän	  matematiikan	  kirjoittaneiden	  arvot).	  Tehtävässä	  viisi	  oli	  a-­‐	  ja	  b-­‐kohta,	  joista	  vain	  toiseen	  tuli	  vasta-­‐ta.	   Tämän	   takia	   arvoista	   ei	   voida	   suoraan	   tulkita	   vastanneiden	  määrää	   tai	  menestymistä	   juuri	   b-­‐kohdassa,	  joka	  tässä	  yhteydessä	  on	  kiintoisampi	  kohta	  liittyen	  normaalijakaumaan.	  	  Kuten	   taulukosta	   nähdään,	   lähivuosina	   jakaumiin	   liittyviä	   tehtäviä	   on	   ylioppilas-­‐kokeissa	   esiintynyt	   hyvin	   vähän,	   vuosina	   2008–2013	   vain	   kaksi	   tehtävää.	   Näistä	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tehtävistä	   toinen	   on	   jokeri.	   Kokeissa	   näyttäisi	   säännöllisesti	   esiintyvän	   ainakin	  yksi	  tehtävä	  todennäköisyys	  ja	  tilastolaskenta	  -­‐kurssista.	  Tehtävät	  ovat	  usein	  kui-­‐tenkin	   todennäköisyyslaskentaan	   ja	   kombinatoriikkaan	   liittyviä	   tehtäviä	   eikä	   ja-­‐kaumiin	  liittyviä	  tehtäviä	  ole	  juurikaan.	  Seuraavassa	  avataan	  tehtäviä	  hieman	  tar-­‐kemmin.	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  Tehtävä	  on	  odotusten	  mukaan	  perustehtävää	  haastavampi.	  Kokelaan	  täytyy	  osata	  annettujen	   tietojen	   perusteella	   muodostaa	   paloittain	   määritellyn	   tiheysfunktion	  lauseke.	  B-­‐kohdassa	  täytyy	  tiheysfunktiota	  hyväksi	  käyttäen	  laskea	  kysytty	  toden-­‐näköisyys	   ja	   C-­‐kohdassa	   muokata	   alkuperäistä	   tiheysfunktion	   lauseketta	   uuden	  jakauman	  mukaiseksi	  sekä	  laskea	  tälle	  uudelle	  jakaumalle	  odotusarvo.	  Tehtävä	  on	  melko	   pitkä,	   ja	   sen	   ratkaiseminen	   vaatii	   kokelaalta	   hyvää	   ja	   läpikotaista	   tiheys-­‐funktion	  käsitteen	  ymmärrystä.	  	  









Yllä	  oleva	  tehtävä	  on	  perustehtävä,	  vaikka	  se	  esiintyykin	  kokeen	  loppupäässä.	  Teh-­‐tävässä	   vaaditaan	   tiheysfunktion	   ja	   kertymäfunktion	   käsitteiden	   ymmärtämistä	  sekä	  todennäköisyyden	  määrittämistä	  tiheysfunktion	  avulla.	   Jos	  kokelaalla	  on	  nä-­‐mä	  taidot	  hyvin	  hallussa,	  tehtävä	  on	  suoraviivainen	  ja	  helposti	  ratkaistavissa.	  	  
Kevään	  2007	  tehtävä	  8	  
	  
ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  mittaa	  tiheysfunktion	  ymmärtämistä	  ja	  sen	  käsittelyä.	  Muilta	  osin	  tehtävä	  vaatii	   lähinnä	   integrointi-­‐	   ja	   yhtälönratkaisutaitoja,	  mutta	   ilman	   jonkinlaista	   ym-­‐märrystä	   tiheysfunktiosta	  ei	  ratkaisija	  näihin	  osiin	  selviä.	  Noin	  kolmasosa	  kokee-­‐seen	  osallistuneista	  valitsi	  tämän	  tehtävän,	  ja	  yli	  puolet	  heistä	  sai	  tehtävästä	  täydet	  pisteet.	  Toisaalta	  hieman	  vajaa	  kolmannes	  vastanneista	  jäi	  tehtävän	  pisteissä	  nol-­‐lille,	  mikä	  laskee	  pistekeskiarvoa.	  Useimmilta	  puuttui	  ehdon	  𝑓(𝑥) ≥ 0	  huomioimi-­‐nen	   arvolla	  𝑎 = 1.	   Lautakunta	   ei	   kuitenkaan	   sakottanut	   tästä	  puutteesta.	  Muuten	  virheet	   olivat	   yleisesti	   tavanomaisia	   integrointiin	   ja	   yhtälönratkaisuun	   liittyviä	  virheitä.	  (Lahtinen	  2007.)	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Kevään	  2006	  tehtävä	  8	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  on	  aidosti	  normaalijakauman	  ymmärtämistä	   ja	  käyttöä	  mittaava	  tehtävä,	  mutta	   ennen	   normaalijakaumaan	   pääsyä	   kokelaan	   tulee	   osata	   määrittää	   oikeat	  poikkeamat	   sekä	   normittaa	   ne	   standardinormaalijakauman	  𝑁(0,1) 	  mukaisiksi.	  Jotta	   tehtävän	   ratkaisu	  onnistuu	   loppuun	  asti,	   tulee	  kokelaan	  ymmärtää	  annetun	  odotusarvon	  ja	  keskihajonnan	  merkitys	  sekä	  löytää	  niiden	  kautta	  yhteys	  tehtäväs-­‐sä	  kysytyn	  todennäköisyyden	  määrittämiseen	  hyväksyttävän	  kaasusäiliön	  valmis-­‐tamisesta.	   Tämä	   melko	   työläs	   tehtävä	   oli	   kokelaiden	   keskuudessa	   suosittu,	   sillä	  jopa	  73	  %	  kokelaista	  valitsi	  tehtävän.	  Tehtävän	  pistekeskiarvo	  jäi	  kuitenkin	  alhai-­‐seksi	  (1,81),	  ja	  yleisin	  pistemäärä	  tehtävästä	  oli	  vain	  yksi	  piste.	  Tehtävä	  oli	  yleensä	  saatu	   lupaavasti	   alkuun	   määrittämällä	   kysytyt	   halkaisijat,	   mutta	   siitä	   eteenpäin	  tehtävä	  osoittautui	  monelle	  liian	  vaikeaksi.	  Virheitä	  tehtävässä	  ilmeni	  yksinkertai-­‐sissa	  yksikönmuunnoksissa,	  liian	  epätarkkojen	  arvojen	  käyttämisessä	  tai	  virheelli-­‐sissä	   merkinnöissä	   yleensä.	   Oikeiden	   poikkeamien	   määrittäminen	   normitetussa	  normaalijakaumassa	   osoittautui	  monille	   vaikeaksi,	   ja	   harva	   pääsi	   tehtävässä	   vir-­‐heittä	  todennäköisyyksien	  laskemiseen	  asti.	  Loppuvaiheeseen	  päässeilläkin	  ilmeni	  joitakin	  ongelmia	  normaalijakauman	  todennäköisyyksien	   laskemisessa.	   (Lahtinen	  2006.)	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Kevään	  2005	  tehtävä	  9	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  mittaa	  jälleen	  tiheysfunktion	  ja	  kertymäfunktion	  yhteyden	  ymmärtämistä.	  Ratkaisijan	   tulee	  osata	  annettua	   tiheysfunktiota	   integroimalla	  määrittää	  kyseessä	  olevan	  satunnaismuuttujan	  kertymäfunktio,	   jonka	  avulla	  hän	  pääsee	  kiinni	  kysyt-­‐tyihin	  todennäköisyyksiin.	  Tehtävään	  vastasi	  hieman	  reilut	  puolet	  kokelaista	  (56,8	  %).	  Suurimmalla	  osalla	  ratkaisu	  meni	  väärin	   jo	  alussa,	  kun	  tiheysfunktion	   ja	  ker-­‐tymäfunktion	   käytöt	   sekoittuivat	   ja	   todennäköisyyksiä	   yritettiin	   laskea	   suoraan	  tiheysfunktiosta.	   Jopa	  60	  %	  tehtävää	  yrittäneistä	  sai	  siitä	  nolla	  pistettä.	  Tehtävän	  pistekeskiarvoksi	  tulikin	  vain	  1,50	  pistettä.	  Ne,	  jotka	  ymmärsivät	  integroida	  anne-­‐tun	   tiheysfunktion,	   saivat	   yleensä	   a-­‐kohdan	   oikein.	   Joillakin	   esiintyi	   vaikeuksia	  myös	  oikeiden	   integroimisvälien	   valinnassa.	  B-­‐kohta	   ei	   vaatinut	   enää	   jakaumaan	  liittyvää	  osaamista.	  (Lahtinen	  2005.)	  	   	  
62	   	  
	  
Syksyn	  2003	  tehtävä	  8	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävässä	   kokelaan	   täytyy	   piirtää	   annetun	   tiheysfunktion	   kuvaaja.	   B-­‐kohdassa	  tulee	  määrittää	  kolme	  todennäköisyyttä,	  mikä	  onnistuu	  a-­‐kohdan	  kuvaajan	  avulla	  laskemalla	  oikeiden	  käyrien	  alle	  jäävien	  alueiden	  pinta-­‐alat.	  Jos	  tiheysfunktion	  kä-­‐site	   on	   hallussa	   ja	   kuvaajan	   piirtäminen	   onnistuu,	   tehtävän	   ratkaisu	   on	   melko	  helppo.	  	  









Tehtävänannossa	   esitellään	   normaalijakauman	   kertymäfunktion	   kaava	   ja	   siten	  tehtävästä	   saa	   ensivaikutelman,	   että	   kyseessä	   olisi	   normaalijakaumaan	   liittyvä	  tehtävä.	  Ratkaiseminen	  vaatii	  kuitenkin	  lähinnä	  Simpsonin	  säännön	  käyttämistä	  ja	  monimutkaisen	  näköinen	  kertymäfunktio	  jää	  vain	  sivurooliin	  ratkaisussa.	  	  
Kevään	  2001	  tehtävä	  7	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  on	  puhdas	  normaalijakaumatehtävä.	  Tehtävässä	  on	  hyvin	  selkeästi	  annet-­‐tu	   ja	   nimetty	   normaalijakaumaan	   liittyvät	   arvot,	   ja	   jos	   tehtävään	   tarttunut	   osaa	  aidosti	  käyttää	  normaalijakaumaa,	  näyttäisi	  tehtävä	  olevan	  melko	  helposti	  selvitet-­‐tävissä.	   Tämä	   vaatii	   kuitenkin	   sen,	   että	   normaalijakauma	   ja	   satunnaismuuttujan	  normittaminen	   standardinormaalijakauman	   mukaiseksi	   ovat	   ratkojalla	   hallussa.	  Kun	  näistä	  on	  selvitty,	  tehtävä	  vaatii	  enää	  satunnaismuuttujan	  todennäköisyyksien	  tulkintaa	  ja	  arvojen	  poimimista	  taulukkokirjasta.	  Tämän	  tehtävän	  valitsi	  vähän	  yli	  puolet	   (52,8	  %)	   kokeeseen	   osallistuneista.	   Tehtävän	   ratkaisuista	   kuitenkin	   noin	  kolmannes	   jäi	   täysin	  pisteittä,	  kun	  taas	  toinen	  kolmannes	  ansaitsi	   tehtävästä	  täy-­‐det	  kuusi	  pistettä.	  Pisteitä	  ratkaisuista	  vei	  muun	  muassa	  taulukon	  virheellinen	  lu-­‐keminen,	  liian	  karkeiden	  taulukkoarvojen	  käyttö,	  liian	  suurella	  tarkkuudella	  ilmoi-­‐tetut	  vastaukset	  ja	  väärä	  normaalijakauman	  keskiarvo.	  (Lahtinen	  2001.)	  	  
Kevään	  2000	  tehtävä	  8	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Ratkaisu:	  Kysytty	  todennäköisyys	  arvolla	  𝑎 = 3	  on	  𝑃 5 = 1 − 𝑝!!!!! .	  Siis	  	  𝑃 5 = 1 − 𝑒!! !!!!!!! 3! = 1 − 𝑒! ∙ !"!! .	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Vastaus:	  0,185.	  	  Tehtävä	   liittyy	   Poissonin	   jakaumaan.	   Annetun	   jakauman	   avulla	   ratkaisussa	   tulee	  laskea	   todennäköisyyksiä.	   Tehtävässä	   ei	   tarvitse	   ymmärtää	   jakaumia	   juurikaan,	  kunhan	  osaa	  sijoittaa	  haluttuja	  lukuarvoja	  annettuun	  kaavaan.	  	  
Kevään	  1999	  tehtävä	  5b	  
	  
Ratkaisu:	  Tyttöjen	  ja	  poikien	  lukumäärät	  noudattavat	  kumpikin	  binomijakaumaa.	  Jos	  pojan	  syn-­‐tymistodennäköisyys	   on	  𝑃 𝑝 = 0,513,	   on	   tytön	  𝑃 𝑡 = 1 − 𝑃 𝑝 = 0,487.	   Poikien	   lu-­‐kumäärän	   odotusarvo	   𝐸 𝑝 = 60 ∙ 𝑃 𝑝 = 30,78 ≈ 31 	  ja	   tyttöjen	   𝐸 𝑡 = 60 ∙ 𝑃 𝑡 =29,22 ≈ 29.	  Todennäköisyys	  sille,	  että	  poikia	  ja	  tyttöjä	  syntyy	  yhtä	  monta	  on	  𝑃 𝑝 = 30 = 6030 𝑃 𝑝 !"𝑃(𝑡)!" = 6030 (0,513 ∙ 0,487)!" ≈ 0,101.	  	  	  Tehtävässä	   tulee	   tunnistaa,	  mitä	   jakaumaa	  annetut	  satunnaismuuttujat	  noudatta-­‐vat.	   Jo	   tämän	   jakauman	   tunnistamisella	   ratkaisija	   tienasi	   itselleen	   kaksi	   pistettä.	  Kun	  jakauman	  on	  tunnistanut,	  tulee	  laskea	  odotusarvot	  ja	  kysytyt	  todennäköisyy-­‐det.	  Tehtävä	  oli	  pakollinen	  kaikille	  kokelaille,	  mutta	  tehtävän	  a-­‐	  ja	  b-­‐	  kohdat	  olivat	  keskenään	   vaihtoehtoisia.	   Tehtävän	   yritti	   ratkaista	   suurin	   osa	   (93,1	   %/85,8	  %)	  kokeeseen	  osallistuneista,	  ja	  noin	  puolet	  kokelaista	  vastasi	  b-­‐kohtaan.	  Tehtävä	  oli	  osattu	  melko	  huonosti	  (pistekeskiarvo	  3,18/2,15),	   ja	  monesta	  ratkaisuyrityksestä	  puuttui	   kokonaan	   jo	   alussa	   oleellinen	   maininta	   binomijakaumasta.	   Jotkut	   olivat	  arvanneet	   satunnaismuuttujien	  noudattavan	  normaalijakaumaa.	  Useissa	   vastauk-­‐sissa	  oli	  laskettu	  vain	  odotusarvot	  tunnistamatta	  jakaumaa	  ollenkaan,	  ja	  osa	  niistä,	  jotka	   luulivat	   tunnistaneensa	   jakauman	   normaalijakaumaksi,	   olivat	   kuitenkin	  osanneet	   laskea	   odotusarvon	   oikein.	   Lopputehtävä	   koostui	   todennäköisyyksien	  laskemisesta.	  (Lahtinen	  1999.)	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Yhteenveto	  	  Suurin	   osa	   pitkän	  matematiikan	   ylioppilaskokeissa	   esiintyneistä	   jakaumiin	   liitty-­‐vistä	   tehtävistä	   vaatii	   siis	   tiheysfunktion	   ja	   kertymäfunktion	   käytön	   osaamista.	  Hyvin	   usein	   tehtävät	   olivat	   yksinkertaistetusti	  muodossa	   ”Millä	   ehdoilla	   annettu	  
f(x)	  on	  jonkin	  satunnaismuuttujan	  X	  tiheysfunktio	  ja	  mikä	  on	  tällöin	  kertymäfunk-­‐tio.”	  sekä	  ”laske	  todennäköisyys…”.	  Suurimmassa	  osassa	  tehtävistä	  riittää,	  että	  op-­‐pilas	  hahmottaa	  todennäköisyysjakaumasta	  seuraavat	  tiedot:	  
• Todennäköisyysjakaumalla	  on	  kertymäfunktio	  F(x)	  ja	  tiheysfunktio	  f(x).	  
• Kertymäfunktion	  arvo	  pisteessä	  a	  saadaan	  integroimalla	  tiheysfunktiota	  yli	  välin	  (−∞,𝑎).	  
• Tiheysfunktiolle	  pätee,	  että	  𝑓 𝑥 ≥ 0	  kaikilla	  x	  ja	   𝑓(𝑥)𝑑𝑥!!! = 1.	  	  Valtaosa	  tehtävistä	  oli	  suoraviivaisia	  perustehtäviä,	  joiden	  ratkaisut	  muodostuivat	  lähinnä	   kaavaan	   sijoittamisesta,	   tai	   vain	   vähän	   sovellusta	   vaativia	   tehtäviä.	   Vain	  kaksi	   tehtävää	  (S2012/14,	  K2006/8)	  vaati	  soveltavampaa	  ratkaisua.	   Jakaumateh-­‐tävät	   asettuvat	   yleensä	   kokeen	   keskivaiheille,	   yleisimmin	   kahdeksanneksi	   tehtä-­‐väksi.	   Tehtävän	   paikka	   ei	   silti	   välttämättä	   kerro	   tehtävän	   vaikeustasosta,	   vaikka	  monet	   saattavat	  niin	   ajatella.	  Kaksi	   viimeisintä	  kokeissa	   esiintynyttä	   tehtävää	  on	  sijoittunut	  ihan	  kokeen	  loppuun,	  ja	  viimeisin	  onkin	  aiemmin	  mainittu,	  melko	  haas-­‐tava	  jokeritehtävä.	  Jakaumiin	  liittyvien	  tehtävien	  vastausprosentti	  on	  melko	  vaih-­‐televa	  (35	  %	  -­‐73	  %).	  Vuoden	  1999	  korkein	  vastausprosentti	  ei	  ole	  vertailukelpoi-­‐nen,	  sillä	  koe	  koostui	  tuolloin	  vielä	  kymmenestä	  tehtävästä	  joista	  kaikkiin	  tuli	  vas-­‐tata.	   Valinnaisuutta	   tuolloin	   toivat	   vain	   tehtävien	   vaihtoehtoiset	   osiot.	  Myös	  me-­‐nestyminen	   tehtävissä	   on	   ollut	   vaihtelevaa,	   joskin	  melko	   heikonpuoleista	   (piste-­‐keskiarvo	  1,50–3,72).	  Yleisiä	  pisteitä	  rokottaneita	  virheitä	  ovat	  olleet	  muun	  muas-­‐sa	   normaalijakauman	   todennäköisyyden	   virheellinen	   määrittäminen,	   taulukon	  virheellinen	   tulkinta	   tai	   liian	   epätarkkojen	   taulukkoarvojen	   käyttö	   sekä	   yleisesti	  virheelliset	   merkinnät	   ratkaisuissa.	   Huomiot	   vastausprosenteista	   ja	   menestymi-­‐sestä	  perustuvat	  siis	  vain	  kevään	  kokeiden	  tehtäviin.	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7.2. Lyhyt	  matematiikka	  
	  Erona	   pitkän	   matematiikan	   tehtävien	   tarkasteluun	   on	   lyhyen	   matematiikan	   ko-­‐keista	   nostettu	   esiin	   vain	   selkeästi	   normaalijakaumaa	   käsittelevät	   tehtävät.	   Tätä	  perustellaan	  sillä,	  että	  lyhyen	  matematiikan	  kokeissa	  lähes	  kaikki	  todennäköisyys-­‐jakaumiin	  liittyvät	  tehtävät	  olivat	  normaalijakaumatehtäviä,	  ja	  lisäksi	  näitä	  suora-­‐viivaisia	  normaalijakaumatehtäviä	  esiintyi	  selkeästi	  enemmän	  lyhyen	  kuin	  pitkän	  matematiikan	  kokeissa.	  
	  Seuraavaan	  taulukkoon	  on	  listattu	  kaikki	  todennäköisyysjakaumiin	  liittyvät	  tehtä-­‐vät,	   jotka	  ovat	  esiintyneet	   lyhyen	  matematiikan	  ylioppilaskokeissa	  keväästä	  1999	  syksyyn	   2013.	   Taulukon	   alla	   on	   avattu	   hieman	   tarkemmin	   esiintyneitä	   tehtäviä.	  Taulukossa	   esitellään	   kevään	   kokeissa	   esiintyneiden	   tehtävien	   vastausprosentti,	  näiden	   tehtävien	   pistekeskiarvo	   sekä	   pistekeskiarvon	   hajonta.	   Taulukon	   lukuar-­‐voissa	   on	   huomioitu	   kaikki	   matematiikan	   ylioppilaskokeeseen	   osallistuneet	   eli	  sekä	   pakollisena	   että	   valinnaisena	  matematiikan	   kirjoittaneet	   ylioppilaskokelaat.	  Poikkeus	  tähän	  on	  viimeinen	  rivi	  eli	  kevään	  1999	  koe,	   jossa	  annetut	  arvot	  perus-­‐tuvat	  matematiikan	  pakollisena	  kirjoittaneisiin	  ja	  suluissa	  on	  erikseen	  esitetty	  ma-­‐tematiikan	  ylimääräisenä	  kirjoittaneiden	  arvot.	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taulukko	   2.	   Lyhyen	   matematiikan	   ylioppilaskokeissa	   esiintyneet	   normaalija-­‐kaumatehtävät	  vuosina	  1999–2013.	  
	  YO-­‐koe,	  tehtävä	   Vastausprosentti	   Pistekeskiarvo	   Hajonta	  K2013,	  12	   22,7	   3,72	   -­‐	  S2012,	  14	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2012,	  14	   13,7	   0,63	   1,6	  S2011,	  10	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2009,	  9	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2008,	  15A*	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2008,	  15A*	   18,3	   1,46	   1,7	  K2007,	  15	   52,4	   2,65	   1,8	  S2006,	  15	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2006,	  15	   10,2	   1,84	   2,0	  S2005,	  14	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2005,	  15	   17,5	   1,79	   2,0	  K2004,	  14	   37,3	   4,15	   2,3	  S2003,	  15	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2002,	  10	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  S2001,	  15	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K2000,	  15	   18,2	   0,20	   0,8	  S1999,	  7a**	   -­‐	   -­‐	   -­‐	  K1999,	  8***	   80,6	   2,42	   2,0	  (Lähde	   http://matta.hut.fi/matta/yoteht/,	   Dimensio	   6/13,	   Dimensio	   6/12,	   Dimensio	   6/08,	   Di-­‐mensio	  6/07,	  Dimensio	  6/06,	  Dimensio	  6/05,	  Dimensio	  6/04,	  Dimensio	  6/00,	  Dimensio	  6/99)	  	  *S2008/K2008,	  15A	  vaihtoehtoinen	   tehtävä,	   joko	  A	   tai	  B	   tuli	   ratkaista.	  A	   laadittu	  vanhan	  opetus-­‐suunnitelman	  mukaan,	  B	  uuden	  opetussuunnitelman	  mukaan.	  Taulukon	  arvot	  muodostuvat	  sekä	  A	  että	  B	  kohdan	  tuloksista.	  **tuli	  ratkaista	  joko	  a	  tai	  b	  ***Arvot	  ovat	  lyhyen	  matematiikan	  pakollisena	  kirjoittaneiden	  arvoja	  (suluissa	  ylimääräisenä	  lyhy-­‐en	  matematiikan	  kirjoittaneiden	  arvot).	  	  Kuten	   taulukoista	   nähdään,	   lyhyen	   matematiikan	   ylioppilaskokeissa	   on	   vuosien	  varrella	   esiintynyt	   selkeästi	   enemmän	   normaalijakaumaan	   liittyviä	   tehtäviä	   kuin	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pitkän	  matematiikan	  kokeissa.	  Lisäksi	  lyhyen	  matematiikan	  kokeissa	  kyseiset	  teh-­‐tävät	   näyttäisivät	   olevan	   selkeämmin	   suoraviivaisia	   normaalijakaumatehtäviä.	  Tehtävänannoissa	   myös	   usein	   mainitaan	   satunnaismuuttujan	   olevan	   normaalisti	  jakautunut,	   mikä	   helpottaa	   tehtävän	   ratkojaa	   pääsemään	   oikeille	   urille	   tehtävän	  ratkaisussa.	  	  
Kevään	  2013	  tehtävä	  12	  	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   kuvastaa	   hyvin	   perinteistä	   normaalijakaumatehtävää	   lyhyen	  matematii-­‐kan	   ylioppilaskokeissa.	   Tehtävän	   satunnaismuuttujan	   kerrotaan	   noudattavan	  normaalijakaumaa	  ja	  sekä	  keskiarvo	  että	  keskihajonta	  annetaan	  tehtävänannossa.	  Kokelaan	  tulee	  siis	  osata	  tehdä	  satunnaismuuttujan	  arvon	  normitus	  ja	  taulukoitu-­‐jen	  arvojen	  avulla	  selvittää	  kysytty	  todennäköisyys.	  Ilmeisesti	  normaalijakauma	  ei	  ollut	  kokelailla	  kovin	  vahvana	  muistissa,	  sillä	  vain	  noin	  joka	  viides	  (22,7	  %)	  tarttui	  tehtävään.	  Pistekeskiarvo	  kuitenkin	  nousi	  positiivisen	  korkeaksi	   (3,72),	   ja	   täydet	  pisteet	  oli	  yleisin	  ansaittu	  pistemäärä	  tästä	  tehtävästä.	  (Oikkonen	  2013.)	  	  
Syksyn	  2012	  tehtävä	  14	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  Tehtävä	  on	  samankaltainen	  normaalijakaumatehtävä	  kuin	  edeltäjänsä.	  Ratkaisijan	  täytyy	  ensin	  suorittaa	  normaalisti	  jakautuneen	  satunnaismuuttujan	  normitus.	  Teh-­‐tävänä	   on	   määrittää	   tietty	   todennäköisyys,	   mikä	   onnistuu	   normituksen	   jälkeen	  taulukkoarvoja	  tulkitsemalla.	  	  	  
Kevään	  2012	  tehtävä	  14	  	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Kokelaan	   tulee	   jälleen	   osata	   normittaa	   normaalijakaumaa	   noudattava	   satunnais-­‐muuttuja.	  Tämän	   jälkeen	   tehtävä	   ratkeaa	  melko	   suoraviivaisesti	   käytettäessä	  hy-­‐väksi	  normitusta	  ja	  taulukoituja	  arvoja	  normitetun	  normaalijakauman	  todennäköi-­‐syyksille.	  Vain	   joka	  seitsemäs	  kokeen	  suorittaja	  valitsi	   tehtävän	  ratkaistavakseen,	  joten	  tehtävä	  oli	  erittäin	  epäsuosittu.	  Lisäksi	  kaikista	  tehtävään	  vastanneista	   jopa	  neljä	  viidestä	  ei	  ollut	  osannut	  ratkaista	  tehtävää.	  Tehtävän	  pistekeskiarvo	  jäi	  näin	  erittäin	  alhaiseksi	  (0,63).	  (Lahtinen	  2012.)	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Syksyn	  2011	  tehtävä	  10	  	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  vaatii	   jälleen	  tuttuja	   taitoja	  eli	  satunnaismuuttujan	  normittamista	   ja	   tau-­‐lukonlukutaitoa.	  Tehtävä	  on	  kuitenkin	  hieman	  suoraviivaista	  perustehtävää	  mut-­‐kikkaampi,	   sillä	   tällä	   kertaa	   todennäköisyys	   on	   annettu	   valmiina	   ja	   sitä	   vastoin	  onkin	  kysytty,	  millä	  satunnaismuuttujan	  arvolla	  annettu	  todennäköisyys	  toteutuu.	  Tämä	  aiheuttaa	  aina	  ratkaisuun	  lisää	  mahdollisia	  kompastuskohtia.	  Jos	  perusasiat	  ovat	  kokelaalla	  hyvin	  hallussa,	  tehtävän	  ei	  kuitenkaan	  pitäisi	  tuottaa	  vaikeuksia.	  	  	  
Syksyn	  2009	  tehtävä	  9	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  on	  suoraviivainen	  normaalijakaumatehtävä.	  Ratkaisuun	  vaaditaan	  satun-­‐naismuuttujan	   normitus	   ja	   todennäköisyyksien	   tulkintaa	   taulukon	   avulla.	   Lisäksi	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lopulliseen	   ratkaisuun	   tarvitaan	  myös	   todennäköisyyslaskennan	   sääntöjen	   tunte-­‐mista.	  	  	  
Syksyn	  2008	  tehtävä	  15A	  	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   on	   vanhan,	   vuoden	   1994	   opetussuunnitelman	  mukaan	   laadittu	   tehtävä.	  Siinä	   tehtävänä	   on	   laskea	   tietty	   luottamusväli	   normaalisti	   jakautuneelle	   satun-­‐naismuuttujalle.	  Vanhan	  opetussuunnitelman	  mukaan	  opiskelleelle	  kokelaalle	  teh-­‐tävä	  on	  suoraviivainen	  perustehtävä,	  kunhan	  muistaa	  luottamusvälin	  laskemiseksi	  tarvittavat	  kaavat	  ja	  osaa	  lukea	  taulukosta	  tarvittavat	  arvot.	  Luottamusvälin	  kaava	  löytyy	  myös	  taulukkokirjasta.	  	  
Kevät	  2008	  tehtävä	  15A	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Ratkaisu:	  
	  	  Samoin	   kuin	   syksyn	   kokeessa,	   tehtävä	   on	   vanhan	   opetussuunnitelman	   mukaan	  laadittu.	   Tehtävässä	   tulee	   ensin	   laskea	   binomitodennäköisyyksiä,	   minkä	   jälkeen	  tehtävänä	  on	  approksimoida	  binomijakaumaa	  normaalijakaumalla.	  	  Tämän	  jälkeen	  tulee	   suorittaa	   satunnaismuuttujan	  normitus	   ja	  määrittää	   taulukkoarvojen	  avulla	  kysytty	   todennäköisyys.	   Tehtävä	   vaatii	   siis	  melko	  monien	  osa-­‐alueiden	  hallintaa.	  Tehtävän	   15	   oli	   valinnut	   vain	   vajaa	   viidennes	   kokelaista,	   ja	   tehtävän	   valinneista	  vain	  harva	  päätti	  ratkaista	  A-­‐kohdan.	  Menestys	  ei	  tehtävässä	  ollut	  kovin	  hyvää,	  ja	  tehtävä	  tuotti	  yleisesti	  sitä	  yrittäneille	  nollan	  tai	  vain	  muutamia	  hajapisteitä.	  (Lah-­‐tinen	  2008.)	  	  
Kevään	  2007	  tehtävä	  15	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  Tehtävän	  a-­‐kohta	  on	  prosenttilaskentaa	  ja	  vasta	  b-­‐kohta	  vaatii	  normaalijakauman	  käyttöä.	  Tehtävä	  on	  kuitenkin	  yhtenäinen	  ja	  siten	  b-­‐kohtaan	  siirtyminen	  ja	  oikein	  ratkaiseminen	   vaativat	   onnistunutta	   a-­‐kohdan	   suorittamista.	   Mikäli	   b-­‐kohtaan	  pääsee	  onnistuneesti	   ja	  normaalijakauman	  perusajatus	  on	  hallussa,	   lopputehtävä	  on	  selkeä	  ja	  mekaaninen.	  Ratkaisu	  vaatii	  perinteisesti	  satunnaismuuttujan	  normit-­‐tamisen	   ja	   halutun	   todennäköisyyden	  määrittämisen	   taulukkoarvojen	   avulla.	   Tä-­‐män	  tehtävän	  valitsi	  jopa	  yli	  puolet	  kokelaista	  (52,4	  %).	  Yleisin	  tehtävästä	  ansaittu	  pistemäärä	   oli	   kolme	   pistettä,	   vaikka	   pistekeskiarvo	   jäi	   kaikkiaan	   alemmaksi	  (2,65).	   Tehtävän	   yleisin	   kompastuskohta	   oli	   a-­‐kohdassa	   kysytty	   nousuprosentti.	  Ne,	   jotka	   selvittivät	   a-­‐kohdan	   onnistuneesti,	   selvisivät	   yleensä	   myös	   b-­‐kohdasta	  hyvin.	   B-­‐kohdassa	   annettiin	   kuitenkin	   usein	   virheellisesti	   vastaukseksi	   komple-­‐menttitodennäköisyys.	  (Lahtinen	  2007.)	  	  
Syksyn	  2006	  tehtävä	  15	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Ratkaisu:	  	  
	  Tehtävä	  on	  hyvin	  mekaaninen	  normaalijakaumatehtävä.	  A-­‐kohdassa	  tehtävänä	  on	  laskea	  normaalisti	  jakautuneelle	  satunnaismuuttujalle	  kysytty	  luottamusväli.	  Tämä	  onnistuu	  mekaanisesti	  luottamusvälin	  kaavaan	  sijoittamalla,	  kunhan	  kaavan	  käyt-­‐tö	  on	  kokelaalla	  hallussa.	  B-­‐kohdassa	  täytyy	  suorittaa	  satunnaismuuttujan	  normi-­‐tus	  ja	  määrittää	  kysytty	  todennäköisyys.	  Todennäköisyys	  ei	  ole	  suoraan	  luettavissa	  taulukosta,	  sillä	  normitettu	  satunnaismuuttuja	  saa	  ratkaisussa	  negatiivisen	  arvon.	  Jos	  normaalijakauman	  todennäköisyyksien	  tulkinta	  on	  muistissa,	  tehtävä	  lukeutuu	  kuitenkin	  perustehtäviin.	  	  
Kevään	  2006	  tehtävä	  15	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  Tehtävä	  on	  melko	  monivaiheinen	  normaalijakaumatehtävä.	  Ensin	  tehtävänannosta	  tulee	  muodostaa	  kaksi	  eri	  normaalijakaumaa	  sekä	   tehdä	  molempien	  kohdalla	   sa-­‐tunnaismuuttujan	  normitus.	  Sen	  jälkeen	  tulee	  määrittää	  tietyn	  alueen	  todennäköi-­‐syys	  molemmissa	  jakaumissa,	  ja	  lopussa	  on	  vielä	  hieman	  prosenttilaskentaa.	  Teh-­‐tävän	  valitsi	  vain	   joka	  kymmenes	  kokeen	  suorittaja.	  Kuuteen	  pisteeseen	  ylsi	  vain	  pieni	  osa	  ratkojista	  ja	  pistekeskiarvo	  jäikin	  alhaiseksi	  (1,84).	  Epätarkat	  välivaiheet	  ja	   liian	   niukat	   perustelut	   verottivat	   monilta	   pisteitä.	   Monelle	   normaalijakauma-­‐osion	  selvittäneille	  lopun	  prosenttilasku	  tuotti	  suuria	  vaikeuksia.	  (Lahtinen	  2006.)	  	  
Syksyn	  2005	  tehtävä	  14	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Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	  vaatii	  ratkaisijaltaan	  perinteisiä	  normaalijakaumaan	  liittyviä	  taitoja.	  Alus-­‐sa	   tulee	   suorittaa	   satunnaismuuttujan	   normitus	   tehtävänannon	   mukaiselle	   nor-­‐maalijakaumalle.	   Loput	   tehtävästä	   on	   kyseisen	   normaalijakauman	   todennäköi-­‐syyksien	  pyörittelyä.	  A-­‐kohdassa	  on	  todennäköisyys	  annettu	  valmiina	  ja	  tehtävänä	  on	   määrittää	   satunnaismuuttujan	   arvo.	   B-­‐kohdassa	   taas	   päinvastoin	   satunnais-­‐muuttujan	   arvo	   on	   annettu	   ja	   tehtävänä	   on	   määrittää	   todennäköisyys.	   Ratkaisu	  vaatii	   jonkin	   verran	   lukujen	   ja	   kysyttyjen	   todennäköisyyksien	   pyörittelyä,	   mikä	  lisää	  mahdollisia	  epäonnistumisen	  kohtia.	  	  	  
Kevään	  2005	  tehtävä	  15	  	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   on	   mekaaninen	   normaalijakaumatehtävä,	   mutta	   ratkaisu	   vaatii	   hieman	  käänteistä	   ajattelua.	   Keskihajonta,	   todennäköisyys	   ja	   satunnaismuuttujan	   arvo	  annetaan	  valmiina,	  ja	  poikkeuksellisesti	  tehtävänä	  on	  ratkaista	  normaalijakauman	  odotusarvo.	   Ratkaisu	   vaatii	   myös	   normaalijakauman	   symmetrisyyden	   käyttöä.	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Tehtävä	  on	  kuitenkin	  perusajatukseltaan	  standarditehtävä,	   ja	   siksi	  on	  hieman	  yl-­‐lättävää,	   että	   vain	   joka	  viides	  kokeen	   suorittajista	   valitsi	   sen.	  Näidenkin	   ratkaisi-­‐joiden	  pistekeskiarvo	   jäi	   harmillisen	   alhaiseksi	   (1,79).	  Useissa	   vastauspapereissa	  oli	   normitus	   laskettu	   asettamalla	   tunnettu	   satunnaismuuttujan	   arvo	   tuntematto-­‐man	  odotusarvon	  paikalle.	  Tämä	  antoi	  itse	  asiassa	  oikein	  vastauksen,	  mutta	  täysiä	  pisteitä	  tällä	  vastauksella	  ei	  ylioppilastutkintolautakunta	  antanut.	  (Lahtinen	  2005.)	  	  
Kevään	  2004	  tehtävä	  14	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   on	   täysin	   suoraviivainen	   normaalijakaumatehtävä,	   joka	   ratkeaa	   pelkällä	  yksinkertaisella	  satunnaismuuttujan	  normituksella	   ja	  taulukon	  arvon	  poimimisel-­‐la.	   Todennäköisyyttä	   laskiessa	   tulee	   osata	   käyttää	   hyväkseen	   normaalijakauman	  symmetrisyyttä,	  mutta	  muuten	   tehtävä	  on	   täysin	  mekaaninen.	  Tehtävän	  vastaus-­‐prosentti	  onkin	  harvinaisen	  korkea	  (37,3)	  verrattuna	  taulukon	  muiden	  normaali-­‐jakaumatehtävien	  vastausprosentteihin.	  Myös	  tehtävän	  pistekeskiarvo	  on	  	  ilahdut-­‐tavan	   korkea	   (4,15).	   Yleensä	   ratkaisija	   pääsi	   oikeaan	   lopputulokseen,	  mutta	  mo-­‐nessa	  paperissa	   ratkaisuun	  päätymisen	  välivaiheet	   ja	  päättelyn	  kulku	  oli	   esitetty	  niin	  epäselvästi,	   että	   siitä	   rokotettiin	  pisteitä.	  Ylioppilastutkintolautakunta	  nimit-­‐täin	  painottaa	  ratkaisumenetelmien	  esittämisen	  perusteluineen	  olevan	  oikeaa	  vas-­‐tausta	  tärkeämmässä	  roolissa	  arvostelun	  kannalta.	  (Lahtinen	  2004.)	  	  
Syksyn	  2003	  tehtävä	  15	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Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävässä	   on	   binomitodennäköisyys,	   jota	   tulee	   approksimoida	   normaalijakau-­‐malla.	   	   Lyhyen	   matematiikan	   oppikirjoissa	   ei	   yleensä	   opeteta	   binomijakauman	  normaaliapproksimaatiota,	  minkä	   vuoksi	   tehtävä	   saattaa	   vaikuttaa	   lyhyen	  mate-­‐matiikan	   lukeneelle	   vieraalta.	   Tehtävänannossa	   annetaan	   kuitenkin	   opastus	   ap-­‐proksimaatioon	   sekä	   siinä	  käytettäviin	   tunnuslukuihin	   eikä	   tehtävän	   suoritus	   tä-­‐män	   opastuksen	   kanssa	   ole	   mitenkään	   mahdoton.	   Approksimaation	   mukaisesta	  normaalijakaumasta	   tulee	   siirtyä	   normitettuun	   normaalijakaumaan.	   Satunnais-­‐muuttujan	  normituksen	  kautta	  pääsee	  kiinni	   taulukkoarvoihin,	   joiden	  kautta	  saa-­‐kin	  määritettyä	  kysytyn	  todennäköisyyden.	  	  	  
Syksyn	  2002	  tehtävä	  10	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   on	   taas	   yksi	   perinteisistä	   normaalijakaumatehtävistä.	   Tehtävässä	   anne-­‐taan	  tuntemattoman	  satunnaismuuttujan	  normaalijakauma,	  ja	  tehtävänä	  on	  selvit-­‐tää	   tietyn	   todennäköisyyden	  mukainen	   satunnaismuuttujan	   arvo.	  Tehtävästä	   sel-­‐viää	   normaalijakauman	   normituksella	   ja	   todennäköisyyksien	   taulukkoarvojen	  pyörittelyllä.	  Myös	  normaalijakauman	  symmetrisyyttä	  tulee	  käyttää	  hyväksi.	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Syksyn	  2001	  tehtävä	  15	  
	  
Ratkaisu:	  
	  	  Tehtävä	   vaatii	   hieman	   soveltavaa	   ajattelua.	   Tehtävänannossa	   annetaan	   kaksi	   eri	  tavalla	   normaalisti	   jakautunutta	   satunnaismuuttujaa,	   joita	   tulee	   verrata	   keske-­‐nään.	   Ratkaisussa	   tulee	   siis	   normittaa	  molemmat	   satunnaismuuttujat,	   jolloin	   nii-­‐den	   vertailu	   onnistuu.	   Lisäksi	   tehtävänä	   on	   laskea	   vielä	   molemmille	   satunnais-­‐muuttujille	  tietyt	  todennäköisyydet,	  mistä	  selviää	  lähinnä	  taulukkoarvojen	  pyörit-­‐telyllä.	  	  
Kevään	  2000	  tehtävä	  15	  
	  
Ratkaisu:	  Nopeuksien	   arvot	  𝑥  𝑘𝑚/ℎ 	  ovat	   jakautuneet	   normaalisti,	  𝑥~𝑁 𝑥,𝜎 . 	  Jos	  𝑧 = !!!! , 	  niin	  𝑧~𝑁 0,1 . 	  Merkitään	   𝑧!" = !"!!! ,	   𝑧!"" = !""!!! .	   Tällöin	   0,8925 = 𝑃 𝑥 ≥ 80 = 𝑃 𝑧 ≥𝑧!" = 𝑃(𝑧 < −𝑧!") 	  ja	   0,1229 = 𝑃 𝑥 ≥ 100 = 𝑃 𝑧 ≥ 𝑧!"" = 1 − 𝑃(𝑧 < 𝑧!"") 	  eli	  𝑃 𝑧 < 𝑧!"" = 1 − 0,1229 = 0,8771. 	  Taulukosta	   saadaan,	   että	  −𝑧!" = 1,24 	  ja	   𝑧!"" =1,16.	  Näin	  ollen	  𝑥	  ja	  𝜎	  toteuttavat	  yhtälöparin	  !"!!! = −1,24, !""!!! = 1,16	  eli	  	  𝑥 − 1,24𝜎 = 80𝑥 + 1,16𝜎 = 100	  Yhtälöparin	   ratkaisu	   on	  𝑥 = !"#! ≈ 90,33𝑘𝑚/ℎ	  ja	  𝜎 = !"! ≈ 8,33𝑘𝑚/ℎ.	   Keskiarvon	   luot-­‐tamusvälin	  rajat	  9235	  auton	  otoksessa	  ovat	  
80	   	  
	  
𝑥 ± 1,96 𝜎9235 ≈ 90,33 ± 0,1700,	  joten	  luottamusväli	  on	   90,16 !"! ;   90,50 !"! .	  	  Tehtävä	  on	  sovellusta	  vaativa	  normaalijakaumatehtävä.	  Tehtävässä	  annetaan	  kaksi	  samalla	   tavalla	   normaalisti	   jakautunutta	   satunnaismuuttujan	   arvoa	   ja	   niiden	   to-­‐dennäköisyydet,	   mutta	   sekä	   odotusarvo	   että	   hajonta	   jätetään	   ratkaistaviksi.	   Sa-­‐tunnaismuuttujien	  normitusten	  ja	  todennäköisyyksien	  taulukkoarvojen	  avulla	  rat-­‐kaisussa	  päästään	  yhtälöpariin,	   jonka	  avulla	  odotusarvo	   ja	  hajonta	   ratkeavat.	  Lo-­‐puksi	   pyydetään	   vielä	  määrittämään	   keskiarvon	   luottamusväli,	   mikä	   hoituu	  me-­‐kaanisesti,	  kunhan	  lasku	  on	  tähän	  asti	  suoritettu	  onnistuneesti.	  Tehtävän	  oli	  valin-­‐nut	  ratkaistavakseen	  vain	  alle	  viides	  kokelaista	  (18,2	  %).	  Myös	  tehtävän	  pistekes-­‐kiarvo	   jäi	   erittäin	  matalaksi	   (0,20).	   Suurin	   osa	   yrittäneistä	   oli	   ratkaisussa	   täysin	  hakoteillä	   ja	   oikein	   tehtävän	   oli	   osannut	   tehdä	   vain	   kuusi	   ratkaisijaa.	   (Lahtinen	  2000.)	  	  
Syksyn	  1999	  tehtävä	  7a	  
	  
Ratkaisu:	  Haastattelun	  pituus	  on	  𝑥~𝑁(25,𝜎),	  on	  määritettävä	  keskihajonta	  𝜎	  ehdon	  𝑃 𝑥 ≤ 30 =0,95	  mukaisesti.	   Normeeratussa	   normaalijakaumassa	   ehto	   on	  𝑃 𝑧 ≤ 𝑧! = 0,95,	   missä	  𝑧 = (𝑥 − 25) 𝜎 	  ja	   𝑧! = (30 − 25) 𝜎 ,	   kun	   𝑧~𝑁(0,1) .	   Koska	   Φ 1,645 = 0,95 	  on	  𝑧! = 1,645.	  Siis	  1,645𝜎 = 5  	  eli	  𝜎 = 3,039…	  Vastaus:	  𝜎 = 3	  minuuttia.	  	  Kyseinen	   koe	   oli	   vielä	   vanhan	   mallinen	   eli	   se	   sisälsi	   kymmenen	   tehtävää,	   jotka	  kaikki	  tuli	  ratkaista.	  Valinnaisuutta	  kokeeseen	  toivat	  joidenkin	  tehtävien	  valinnai-­‐set	  a-­‐	   ja	  b	  kohdat.	  Muun	  muassa	  kokeen	  seitsemäs	   tehtävä	  oli	   tällainen,	   ja	  sen	  a-­‐kohta	  on	  normaalijakaumatehtävä.	  Tehtävänanto	  on	  lyhyt	  ja	  suoraviivainen.	  Siinä	  annetaan	  normaalisti	  jakautunut	  satunnaismuuttuja,	  mutta	  jakauman	  keskihajonta	  jätetään	   ratkaistavaksi.	   Satunnaismuuttujan	  normituksella	   ja	   todennäköisyyksien	  taulukkoarvojen	  pyörittelyllä	  tehtävä	  ratkeaa	  kuitenkin	  melko	  mekaanisesti.	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Kevään	  1999	  tehtävä	  8	  
	  
Ratkaisu:	  Astian	   tilavuus	   on	   𝑉 = 𝜋 ∙ 2,6! ∙ 7,6  𝑑𝑚! = 161,402  𝑙, 	  joten	   astia	   täyttyy	  !!" = 5,7644  𝑚𝑚 	  sateesta.	   Jos	   sademäärä	   𝑥 	  noudattaa	   normaalijakaumaa𝑁(42,39) ,	  noudattaa	   normitettu	   sademäärä	  𝑧 = (!!!")!" 	  normaalijakaumaa	  𝑁 0,1 .	  Kysytty	   toden-­‐näköisyys	  on	  	  𝑃 𝑥 ≥ 5,7644 = 𝑃(𝑧 ≥ !,!"##!!"!" )	  eli	  𝑃(𝑧 ≥ −0,92912) ≈ 𝑡ℎ𝑒𝑒𝑡𝑡𝑎(0,929) ≈ 0,8235.	  𝑉𝑎𝑠𝑡𝑎𝑢𝑠 ∶ 0,82.	  	  	  	  Tehtävä	   on	  melko	   perinteinen	   normaalijakaumatehtävä.	   Tehtävässä	   ei	   ole	   valin-­‐naisuutta,	   joten	  se	  on	  ollut	  pakollinen	  kaikille	  kokelaille.	  Tehtävän	  ratkaisussa	  al-­‐kuunpääsy	  vaatii	  pientä	  soveltavaa	  ajattelua,	  mutta	  kun	  ideasta	  saa	  otteen,	  tehtä-­‐västä	   selviää	   satunnaismuuttujan	   normittamisella	   ja	   todennäköisyyksien	   tauluk-­‐koarvojen	  tulkinnalla.	  Suurin	  osa	  kokelaista	  pääsi	  tehtävässä	  alkuun.	  Pientä	  kom-­‐purointia	   ratkaisijoiden	   joukossa	  esiintyi	   läpi	   suorituksen,	  mutta	  moni	  päätyi	   sii-­‐täkin	  huolimatta	  oikeaan	  vastaukseen.	  Välivaiheiden	  ja	  perusteluiden	  puuttuminen	  ja	   vähäisyys	   rokottivat	   jälleen	  monelta	   pisteitä,	   ja	   pistekeskiarvoksi	   tulikin	   vain	  1,67	  pistettä.	  (Lahtinen	  1999.)	  	  
Yhteenveto	  	  Lyhyen	  matematiikan	  kokeessa	  normaalijakaumatehtävät	  ovat	  hyvin	  yleisiä.	  Tut-­‐kittuna	  ajanjaksona	  vain	  yhtenä	  vuonna	  (2010)	  ei	  esiintynyt	  lyhyen	  matematiikan	  ylioppilaskirjoituksissa	  normaalijakaumatehtävää.	  Vuodesta	  2009	  alkaen,	   vanhan	  opetussuunnitelman	   jäätyä	   selvästi	   unholaan,	   ovat	   kaikki	   ylioppilaskirjoituksissa	  esiintyneet	  tehtävät	  noudattaneet	  samaa	  kaavaa:	  satunnaismuuttujan	  normitus	  ja	  todennäköisyyksien	  määrittäminen	  taulukkoarvojen	  avulla.	  Vanhan	  opetussuunni-­‐telman	  mukaan	  laadituissa	  kokeissa	  tehtävät	  olivat	  monipuolisempia	   ja	  ehkä	  hie-­‐man	   haastavampiakin.	   Esimerkiksi	   luottamusvälin	   laskemista	   vaativat	   tehtävät	  ovat	  uuden	  opetussuunnitelman	  aikana	  jääneet	  pois	  täysin.	  Luottamusvälin	  laske-­‐
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mista	  ei	   lukion	  nykyisissä	  oppikirjoissa	  edes	  opeteta,	  mutta	  sen	   laskemiseen	   tar-­‐vittavat	  kaavat	   löytyvät	  suoraan	  Maol-­‐taulukkokirjasta.	   Jonkin	  verran	  variaatioita	  nykyisissä	   tehtävissä	   on	   sen	   suhteen,	  mikä	   vakio	   tehtävässä	   pyydetään	   ratkaise-­‐maan.	  Kaikki	  tehtävät	  ratkeavat	  kuitenkin	  samoilla	  kaavoilla.	  	  	  Valtaosa	   lyhyen	  matematiikan	   ylioppilaskokeissa	   esiintyneistä	   normaalijakauma-­‐tehtävistä	   on	   ollut	   mekaanisia	   perustehtäviä	   tai	   vain	   hieman	   sovellusta	   vaativia	  tehtäviä.	   Vain	   kaksi	   vanhempaa	   tehtävää	   (K2006/15,	   K2000/15)	   on	   vaatinut	  enemmän	  soveltavaa	  ajattelua.	  Kuten	  taulukosta	  nähdään,	  normaalijakaumatehtä-­‐vät	   ovat	   sijoittuneet	   aina	  kokeen	   loppupäähän,	   yleisimmin	   tehtäväpaikalle	  15	   eli	  viimeiseksi	  tehtäväksi.	  Tämä	  saattaa	  vaikuttaa	  siihen,	  että	  tehtävä	  ajatellaan	  usein	  vaikeimmaksi,	  mikä	   taas	   vähentää	   sen	   valinneiden	  määrää.	   Vastausprosentit	   ky-­‐seisissä	   tehtävissä	   ovat	   olleet	   yleensä	   melko	   alhaiset	   paria	   poikkeusta	   vuosina	  2004	  (37,3	  %)	  ja	  2007	  (52,4	  %)	  lukuun	  ottamatta.	  Toisaalta	  kokelas,	   joka	  etenee	  kokeessa	   systemaattisesti	   alusta	   loppuun,	   saattaa	   koetta	   jo	   kauan	   puurtaneena	  alisuoriutua	   viimeisen	   tehtävän	   kohdalla.	   Pistekeskiarvo	   on	   nimittäin	   ollut	   aina	  harmillisen	   alhainen	   (0,20–2,65),	   jos	   ei	   oteta	   huomioon	   poikkeuksellista	   vuotta	  2004,	  jolloin	  se	  oli	  4,15.	  Huomiot	  vastausprosenteista	  ja	  menestymisestä	  perustu-­‐vat	  siis	  jälleen	  vain	  kevään	  kokeiden	  tehtäviin.	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8. Normaalijakaumasta	   uutta	   potentiaalia	   ylioppilaskirjoituk-­‐
siin	  	  Ylioppilaskirjoitusten	   matematiikan	   kokeita	   on	   viime	   aikoina	   arvosteltu	   paljon	  siitä,	   mittaavatko	   ne	   oikealla	   tavalla	   opiskelijoiden	   osaamista	   ja	   matemaattista	  ajattelua.	  Varsinkin	  keväällä	  2012	  voimaan	  tulleen	   laskinohjeuudistuksen	   jälkeen	  aihe	  nousi	  kuuman	  keskustelun	  kohteeksi	  niin	  opettajien,	  opiskelijoiden	  kuin	  mui-­‐denkin	  alan	  ammattilaisten	  keskuudessa.	  Muutaman	  vuoden	  päästä	  on	  edessä	  lisää	  muutoksia,	   kun	   ylioppilaskirjoitusten	   sähköistäminen	   laitetaan	   täytäntöön	  mate-­‐matiikan	  osalta.	  Tässä	   luvussa	  käsitellään	   laskinohjeuudistuksen	  tuomia	  muutok-­‐sia	  matematiikan	   ylioppilaskokeeseen	   sekä	   pohditaan,	   voisiko	   normaalijakauma-­‐tehtävistä	  löytyä	  uutta	  potentiaalia	  mittaamaan	  opiskelijoiden	  aitoa	  matemaattista	  osaamista.	  
8.1. Kevään	  2012	  laskinohjeuudistuksesta	  
	  
”Ei	  ole	  kuitenkaan	  tyydyttävä	  ainoastaan	  laskujen	  koneelliseen	  suorittamiseen,	  vaan	  
on	  pyrittävä	  laskumenetelmien	  syvällisempään	  ymmärtämiseen.”	  
-­‐	  Kouluhallituksen	  mietintö,	  1932	  
	  CAS-­‐teknologian	  nimi	  on	  peräsin	  englanninkielen	   sanoista	  Computer	  Algebra	  Sys-­‐
tem.	  (Haapasalo,	  2011)	  CAS-­‐laskin	  eli	  niin	  sanottu	  symbolinen	  laskin	  tarkoittaa	  ai-­‐emmin	   tunnetuista	   laskimista	   pidemmälle	   kehiteltyä	   kämmenlaitetta,	   joka	   osaa	  käsitellä	   ja	   ratkoa	   kokonaisia	   matemaattisia	   lausekkeita.	   Symbolisten	   laskinten	  käyttö	   tuli	   sallituksi	   ylioppilaskirjoituksissa	   kevään	   2012	   uudistuksesta	   alkaen.	  Ylioppilastutkintolautakunnan	  matematiikan	   jaoksen	   silloisen	  puheenjohtajan	   Ju-­‐ha	  Kinnusen	  mukaan	   laskinuudistuksen	  perimmäisenä	   tarkoituksena	  oli	   ajanmu-­‐kaistaa	  laskinten	  käyttöä	  siten,	  että	  se	  hyödyntäisi	  paremmin	  nykyaikaista	  tekno-­‐logiaa.	  Uuden	   laskinohjeen	  toivottiin	  myös	  poistavan	  aiemmat	  epäselvyydet	  siitä,	  mitkä	   laskimet	   ylioppilaskirjoituksissa	   ovat	   sallittuja.	   Uudistuksen	   tavoitteena	   ei	  ole	   kuitenkaan	   ollut	   pyrkiä	   siihen,	   että	   jokaisen	   opiskelijan	   tulisi	   hankkia	   kallis	  symbolinen	  laskin	  menestyäkseen	  ylioppilaskirjoituksissa.	  (Kinnunen,	  2011.)	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  Ylioppilaskokeen	  tehtävien	   luonteen	   ja	  arvostelun	  periaatteiden	  ei	  ollut	   tarkoitus	  muuttua	   uudistuksen	   myötä	   ainakaan	   lähivuosien	   aikana.	   Tämä	   on	   perusteltua,	  sillä	  kaikilla	  lukio-­‐opintojansa	  tällä	  hetkellä	  suorittavilla	  ei	  ole	  ollut	  mahdollisuutta	  käyttää	  symbolisia	  laskimia	  opintojensa	  alusta	  saakka.	  Kinnusen	  mukaan	  on	  mah-­‐dollista,	   että	   tulevaisuudessa	   kokeessa	   on	  myös	   tehtäviä,	   joissa	   uusien	   laskinten	  tuomat	  mahdollisuudet	  huomioidaan.	  Kokeen	  sisältämä	  valinnaisuus	  takaa	  kuiten-­‐kin	   tällöin	   sen,	   etteivät	   muita	   laskimia	   käyttävät	   opiskelijat	   joudu	   eriarvoiseen	  asemaan.	   (Kinnunen,	   2011.)	   Edellä	   olevat	   kommentit	   laskinuudistuksesta	   ovat	  	  ylioppilastutkintolautakunnan	   edustajan	   kirjoituksesta	   ennen	   laskinuudistuksen	  käyttöönottoa.	   On	   kuitenkin	   kyseenalaista,	   ovatko	   kaikki	   tavoitteet	   uudistuksen	  myötä	  toteutuneet	  toivotulla	  tavalla.	  	  Ensimmäiset	   laskinuudistuksen	   jälkeiset	   kokeet	   ovat	   herättäneet	   erittäin	   paljon	  keskustelua	  kokeen	  luonteeseen	  ja	  laskinten	  käyttöön	  liittyen	  erityisesti	  alan	  opet-­‐tajien	   keskuudessa.	   Uudistukselle	   löytyy	   selkeät	   kannattajansa,	   mutta	   erityisen	  voimakkaasti	  äänensä	  ovat	  tuoneet	  esiin	  laskinuudistuksen	  vastustajat.	  Vastustaji-­‐en	  yksi	   suurimmista	  arvostelun	  kohteista	  on	  ollut	  uudistuksen	   toteuttamisen	  hä-­‐täisyys	   ja	  hyvin	  puutteelliseksi	   jäänyt	   aika	   ja	   ohjeistus	   valmistautumiseen	  uudis-­‐tusta	  varten.	  Laskimien	  salliminen	  ylioppilaskirjoituksissa,	  ennen	  kuin	  sen	  käyttöä	  varsinaisesti	   on	   ehditty	   edes	   koulussa	   harjoitella,	   on	   saattanut	   kokelaat	   osittain	  eriarvoiseen	  asemaan	  ylioppilaskirjoituksissa.	  	  Lohjan	  Yhteislyseon	  lukion	  rehtori	  Panu	  Ruoste	  tutki	  kevään	  2013	  pitkän	  matema-­‐tiikan	  ylioppilaskoetta	  selvittääkseen,	  miten	  suuri	  merkitys	  symbolisella	  laskimella	  on	  kokeen	  tehtävien	  ratkaisemiseen.	  Hänen	  tutkielmansa	  mukaan	  kokeen	  tehtävis-­‐tä	  jopa	  yhdeksän	  oli	  mahdollista	  ratkaista	  suoraan	  laskimen	  avulla.	  Ruoste	  arvos-­‐telee	   kovin	   sanoin	   kyseistä	   matematiikan	   koetta	   siitä,	   ettei	   se	   mittaa	   ollenkaan	  kokelaiden	  varsinaista	  matemaattista	  osaamista	  ja	  ymmärrystä.	  Kokeen	  maksimi-­‐pistemäärä	  oli	  66,	  joista	  häneen	  mukaansa	  oli	  mahdollista	  ansaita	  jopa	  57	  pistettä	  pelkällä	   ”yksinkertaisella	   nappulatekniikalla”	   ja	   laskimen	   ohjekirjan	   muutaman	  esimerkin	   opettelulla.	   Tällainen	   koe	   asettaa	   opiskelijat	   väistämättä	   epätasa-­‐
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arvoiseen	  asemaan,	  kun	  joillain	  on	  käytössään	  kyseinen	  laskin	  ja	  osalla	  ei.	  Toisaal-­‐ta,	  mikäli	  koe	  laadittaisiin	  niin,	  että	  laskimen	  tuoma	  suora	  hyöty	  pyrittäisiin	  mini-­‐moimaan,	  vaarana	  taas	  olisi,	  että	  koe	  muuttuisi	  liian	  vaikeaksi	  suurimmalle	  osalle	  kokelaista.	  (Ruoste,	  2013.)	  Tässä	  vaiheessa	  on	  ehkä	  hyvä	  nostaa	  esille	  myös	  seikka,	  että	  kovinkaan	  moni	  lukion	  opiskelijoista	  ei	  osaa	  vielä	  aukottomasti	  käyttää	  sym-­‐bolista	  laskinta.	  Saavuttaakseen	  tuon	  57	  mahdollista	  pistettä	  laskimen	  avulla,	  täy-­‐tyy	  varmasti	  näppäintekniikka	  olla	  hyvin	  hallussa.	  Laskin	  ei	  ole	  myöskään	  helppo-­‐käyttöinen.	  Juha	  Kinnunen	  vertaa,	  että	  ”symbolisia	  laskimia	  on	  yhtä	  vaikea	  käyttää	  kuin	  tietokoneita	  1990-­‐luvulla”	  (Vanhala,	  2012).	  	  	  Ruoste	  esittää	  myös	  kaksi	  merkittävää	  ongelmakohtaa	  symbolista	  laskinta	  kokeen	  apuvälineenä	  käytettäessä.	  Laskin	  sisältää	  melko	  selkeät	  suomenkieliset	  käyttöoh-­‐jeet,	  joiden	  ansiosta	  on	  laskimen	  ja	  pienen	  arvailun	  avulla	  helppo	  päätyä	  oikeisiin	  välivaiheisiin	  ja	  ratkaisuun,	  kunhan	  osaa	  muodostaa	  laskun	  alkupäättelyt	  itse.	  Toi-­‐nen	  ongelma	   liittyy	  ylioppilastutkintolautakunnan	  vaatimiin	  oleellisiin	  välivaihei-­‐siin.	   Laskimella	   suoritetusta	   tehtävästä	   tulee	   ohjeistuksen	   mukaan	   merkitä	   ylös	  oleelliset	  välivaiheet.	  Välivaiheista	  tuntuu	  kuitenkin	  olevan	  epäselvyyttä	  niin	  opis-­‐kelijoiden	  kuin	  opettajienkin	  keskuudessa.	  On	  siis	  melko	  kohtuutonta	  vaatia	  opis-­‐kelijaa	  määrittelemään	  itse	  koetilanteessa,	  mitkä	  ovat	  kussakin	  ratkaisussa	  vaadit-­‐tavat	  oleelliset	  välivaiheet.	  (Ruoste,	  2013.)	  	  Huolenaiheeksi	   Ruosteen	   kirjoituksessa	   nostetaan	  myös	   opiskelijoiden	   peruslas-­‐kutaito.	  Laskimen	  käytön	  yleistyessä	  perinteinen	  laskurutiini	  vähenee	  ja	  opiskeli-­‐joiden	  matemaattinen	   ajattelu	  muuttuu	   yhä	   enemmän	   laiteriippuvaiseksi.	   Ongel-­‐manratkaisutaidon	   ja	   matematiikan	   luonteen	   ymmärtämisen	   pelätään	   katoavan,	  kun	  uudessa	  vastauskeskeisessä	  ratkaisumallissa	  tärkeintä	  on	  lopputulos.	  (Ruoste	  2013.)	   Ruoste	   ei	   ole	   yksin	   tämän	   huolenaiheen	   kanssa,	   sillä	   huoli	   nousee	   esiin	  myös	   tutkimuksessa,	   jossa	   on	   tarkasteltu	   matematiikan	   opettajaopiskelijoiden	  asenteita,	  odotuksia	   ja	   intentioita	  CAS-­‐teknologian	  hyödyntämisestä	  opetuksessa.	  (Lakervi,	  2013.)	  Ratkaisuna	  esittämiinsä	  ongelmiin	  Ruoste	  esittää	  usealta	   taholta	  kannatusta	  saanutta	  kaksiosaista	  ylioppilaskoetta,	  jossa	  ensimmäinen	  osa	  ratkais-­‐
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taisiin	   ilman	   laskinta,	   ja	   tämän	  vaiheen	  selvitettyään	  oppilas	   saisi	   laskimen	  käyt-­‐töönsä	  	  kokeen	  toiseen	  osaan.	  (Ruoste,	  2013.)	  	  Huomattavasti	  positiivisemmassa	  valossa	  uudistuksen	  näkee	  muun	  muassa	  Lenni	  Haapasalo,	   joka	  on	  kirjoittanut	   aiheesta	  artikkelin	  Dimensio-­‐lehteen.	  Artikkelissa	  paneudutaan	  perusteluihin	  siitä,	  kuinka	  suomalainen	  kouluopetus	  laahaa	  kehityk-­‐sen	   ja	  yhteiskunnan	  vaatiman	  tarpeen	  perässä.	  Opiskelijoiden	  arkielämässä	  käyt-­‐tämä	  teknologia	  antaa	  huomattavasti	  koulussa	  opetettavaa	  kirjatietoa	  suuremmat	  vaikutteet	  siihen,	  mitä	  opitaan	  ja	  mitä	  pidetään	  oleellisena	  oppia.	  Haapasalon	  käyt-­‐tämä	  käsite	  instrumentalisaatio	  tarkoittaa,	  että	  ”välineiden	  käyttö	  muuttaa	  samalla	  tiedon	   syntyprosesseja,	   olemusta	   ja	   käyttötarkoitusta”.	   Instrumentalisaatio	   on	  muuttanut	  matematiikan	  luonnetta	  jo	  merkittävästi,	  ja	  artikkelissa	  Haapasalo	  pai-­‐nottaakin,	   että	   tärkeämpää,	   kuin	   pohtia	   kysymystä	   ”salliako	   teknologia	   vai	   ei?”	  olisi	  kehittää	  opetusta	  nykymaailman	  vaatimuksien	  suuntaan	  sekä	  kannustaa	  op-­‐pilaita	  itsenäiseen	  ja	  tutkivaa	  otetta	  hyödyntävään	  opiskeluun.	  (Haapasalo,	  2011.)	  Myös	  Haapasalo	  tunnistaa	  uudistuksessa	  muutamia	  haasteita.	  Uudistuksessa,	  jossa	  teknologia	   ajatellaan	  vapaaehtoiseksi	   apuvälineeksi,	   jota	   saa	  käyttää,	   saavuttavat	  muita	  selvästi	  edullisemman	  aseman	  ne	  opiskelijat,	  joilla	  on	  varaa	  hankkia	  uusinta	  teknologiaa	  edustavat	  laitteet.	  Jos	  taas	  uudistuksessa	  otetaan	  kanta,	  jonka	  mukaan	  teknologiaa	   tulee	   käyttää,	   on	   vaarana	   ajautua	   opetuksen	  muuttumiseen	   ymmär-­‐rykseen	   tähtäävästä	   opetuksesta	   kaavamaiseen	   teknologian	   käytön	   opetukseen.	  Yhtenä	  oikeana	  tulevaisuuden	  kehityssuuntana	  nähdäänkin	  se,	  että	  alettaisiin	  ke-­‐hitellä	   sellaisia	   arviointitehtäviä,	   joilla	   mitataan	   muuta	   kuin	   oppilaan	   laskimen-­‐käyttötaitoa.	  Tärkeää	  on	  vastaisuudessa	  miettiä,	  miten	  liittää	  koulussa	  opetettavat	  asiat	   yhä	   tiiviimmin	   osaksi	   koulun	   ulkopuolella	   olevaa	  maailmaa	   ja	   tarjota	   näin	  opiskelijoille	   mahdollisimman	   hyvät	   valmiudet	   nyky-­‐yhteiskunnan	   vaatimuksien	  kattamiseksi.	  (Haapasalo,	  2011.)	  Vaikka	  apuvälineiden	  tuoma	  hyöty	  ja	  käyttömahdollisuudet	  kasvavat	  jatkuvasti,	  on	  opiskelijoiden	  tärkeä	  ymmärtää,	  että	  laskimen	  tarkoitus	  matematiikassa	  on	  toimia	  vain	   apuvälineenä.	   Uudistuksiin	   totutaan	   yleensä	   hitaasti,	   ja	   opettajilla	   on	   las-­‐kinuudistuksen	  onnistuneessa	   toteutuksessa	   erittäin	   tärkeä	   rooli.	  Opettajien	   teh-­‐
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täväksi	   nimittäin	   jää	   valmentaa	   opiskelijat	   uusien	   laskinten	   korrektiin	   käyttöön.	  Tutkimustulokset	  kuitenkin	  paljastavat,	  että	  tällä	  hetkellä	  valmistuvien	  opettajien	  kokemukset	  CAS-­‐teknologian	  käytöstä	  ovat	  vielä	  hyvin	  vähäisiä,	  ja	  siksi	  teknologi-­‐an	  käyttöön	  liittyy	  opettajienkin	  keskuudessa	  monenlaista	  epävarmuutta	  (Lakervi,	  2013).	   Toivottavasti	   jatkossa	   opettajien	   koulutuksessa	   sekä	   täydennyskoulutuk-­‐sessa	   puututaan	   tähän.	   Vasta	   ajan	   kuluessa	   voidaan	   esittää	   arvioita	   siitä,	   kuinka	  hyvin	  laskinuudistus	  on	  onnistunut	  ja	  palveleeko	  se	  todella	  matematiikan	  opiske-­‐lua	  ja	  oppilaiden	  osaamista.	  
8.2. Normaalijakaumatehtäviä	  laskimella	  tai	  ilman	  
	  Tässä	   luvussa	  verrataan	  muutaman	  normaalijakaumatehtävän	  suorittamista	  CAS-­‐laskimen	   avulla	   ja	   ilman	   laskinta	   ratkaistaessa.	   On	   sanottu,	   että	   normaalijakau-­‐maan	  liittyen	  voitaisiin	  laatia	  tehtäviä,	  jotka	  todella	  mittaavat	  oppilaan	  matemaat-­‐tisia	   kykyjä	   eivätkä	   ainoastaan	   laskimenkäyttötaitoja.	  Väitettä	   voidaan	  perustella	  esimerkiksi	   sillä,	   että	   normaalijakaumatehtävät	   ovat	   yleensä	   sanallisia	   tehtäviä.	  Näin	   kyseiset	   tehtävät	   on	   myös	   helppo	   liittää	   kiinnostavaan	   ja	   oppilaita	   moti-­‐voivaan	  kontekstiin.	  Lisäksi	  normaalijakaumaan	   liittyen	  on	  hyvin	  mahdollista	  ke-­‐hittää	   tehtäviä,	   jotka	   vaativat	   ratkaisijalta	   matemaattista	   ajattelua	   pelkän	   laski-­‐menkäyttötaidon	  sijaan.	  Tästä	  löytyy	  esimerkkejä	  alla.	  	  Kuten	  jo	  aiemmin	  todettiin,	  laskinuudistus	  on	  aiheuttanut	  epäselvyyksiä	  siitä,	  mi-­‐ten	  tarkasti	  laskun	  välivaiheet	  tulee	  merkitä	  vastauspaperiin	  tehtävissä,	  joissa	  rat-­‐kaisun	   saa	   suoraan	   tai	   lähes	   suoraan	   laskimesta.	   Ylioppilastutkintolautakunnan	  matematiikan	   jaoksen	   edellisen	   puheenjohtajan	   Juha	   Kinnusen	   mukaan	   hyvästä	  vastauksesta	   on	   nähtävissä,	   miten	   ratkaisija	   on	   päätynyt	   vastaukseen.	   Tehtävän	  ratkaisun	  tulee	  sisältää	  kaikki	  tarvittavat	  laskut	  ja	  oleelliset	  välivaiheet	  sekä	  muut	  perustelut.	  Kinnunen	  painottaa	  myös,	  ettei	  laskinta	  ole	  tarkoitus	  käyttää	  ensisijai-­‐sena	   ratkaisumenetelmänä,	   vaan	   ennemminkin	   ratkaisun	   tukena	   ja	   tarkistusväli-­‐neenä.	  (Kinnunen,	  2011)	  Ylioppilastutkintolautakunnan	  kirjaamissa	  vuoden	  2013	  kokeen	  hyvän	  vastauksen	  piirteissä	  ohjeistetaan	  seuraavasti:	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”	  Laskin	  on	  kokeen	  apuväline,	  jonka	  rooli	  arvioidaan	  tehtäväkohtaisesti.	  Jos	  ratkai-­‐sussa	   on	   käytetty	   symbolista	   laskinta,	   sen	   on	   käytävä	   ilmi	   suorituksesta.	   Ana-­‐lysointia	   vaativien	   tehtävien	   ratkaisemisessa	   pelkkä	   laskimella	   saatu	   vastaus	   ei	  riitä	   ilman	  muita	  perusteluja.	  Sen	  sijaan	   laskimesta	  saatu	  tulos	  yleensä	  riittää	  ru-­‐tiinitehtävissä	  ja	  laajempien	  tehtävien	  rutiiniosissa.	  Tällaisia	  ovat	  esimerkiksi	  lau-­‐sekkeiden	  muokkaaminen,	  yhtälöiden	  ratkaiseminen	  sekä	  funktioiden	  derivointi	  ja	  integrointi.”	  (Ylioppilastutkintolautakunta,	  2013)	  	  Esimerkkitehtävien	   ratkaisussa	   on	   käytetty	   Casion	   Class	   Pad	   330	   PLUS	   CAS-­‐laskinta.	  
8.2.1. Esimerkkitehtävät	  	  Ensimmäinen	  esimerkkitehtävä	  on	  kevään	  2013	  lyhyen	  matematiikan	  kokeen	  teh-­‐tävä	  12.	  Tehtävä	  on	  suoraviivainen	  normaalijakaumatehtävä.	  Se	  on	  sanallinen	  teh-­‐tävä,	  mutta	  tehtävänanto	  on	  hyvin	  lyhyt	  ja	  selkeä.	  	  
Valmistajan	  tarkistusmittauksissa	  todettiin,	  että	  hajuvesipullon	  sisällön	  määrä	  nou-­‐
dattaa	  normaalijakaumaa,	  jonka	  keskiarvo	  on	  52	  millilitraa	  ja	  keskihajonta	  on	  1,25	  
millilitraa.	  Millä	  todennäköisyydellä	  hajuvesipullon	  sisältö	  on	  alle	  50	  millilitraa?	  
	  Ratkaisu	  ilman	  laskinta:	  
	  lähde:	  http://www.ylioppilastutkinto.fi/images/sivuston_tiedostot/Hyv_vast_piirt/FI_2013_K/2013_K_N.pdf	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Ratkaisu	  ilman	  laskinta	  ei	  ole	  kovin	  pitkä.	  Ratkaisussa	  vaaditaan,	  että	  kokelas	  osaa	  normittaa	  annetun	  muuttujan	  noudattamaan	  normaalijakaumaa	  𝑁(0,1).	  Näin	  saa-­‐tu	  normitettu	   arvo	  on	  negatiivinen,	   joten	   ratkaisijan	   tulee	  ymmärtää	  normaalija-­‐kauman	  symmetrisyys	  ja	  poimia	  sen	  avulla	  taulukosta	  arvo	  normitetun	  normaali-­‐jakauman	   kertymäfunktiolle.	   Nämä	   vaiheet	   selvitettyään	   ratkaisijan	   tulee	   enää	  löytää	  taulukosta	  oikea	  arvo	  ja	  laskea	  sillä	  kysytty	  todennäköisyys.	  	  CAS-­‐laskimella	   oppilaan	   tulee	   osata	   etsiä	   laskimen	   valikosta	   oikea	   toiminto	   nor-­‐maalijakaumaa	  varten.	  Reitti	  ratkaisuun	  on	  Casion	  laskimella	  ON	  –	  statistics	  –	  calc	  
–	  distribution,	   sitten	  valikosta	  Normal	  CD	  –	  next.	  Laskimen	  näytölle	  avautuu	  neljä	  kirjoituskohtaa:	   lower	   ja	   upper,	   joihin	   tulee	   merkitä	   halutun	   todennäköisyyden	  alue	  ja	  lisäksi	  kohdat	  𝜎	  ja	  𝜇	  eli	  keskihajonta	  ja	  odotusarvo.	  Tämän	  tehtävän	  kohdal-­‐la	  tulee	  siis	  osata	  kirjoittaa	  edellisiin	  kohtiin;	  0;	  50;	  52;	  1,25,	  eli	  suoraan	  tehtävässä	  mainitut	   arvot.	   Kun	   oppilas	   on	   nämä	   arvot	   saanut	   paikoilleen,	   on	   valittava	  next,	  jonka	  jälkeen	  laskin	  antaa	  näytölle	  arvon	  prob	  0.0547992	  eli	  tehtävän	  vastauksen.	  Laskin	  antaa	  tässä	  vaiheessa	  myös	  muuttujan	  normitetun	  arvon	  z	  Up	  -­‐1.6	  sekä	  piir-­‐tää	  kuvan	  normaalijakaumasta.	  
	  
Kuva	  3.	  Casio	  Class	  Pad	  330	  PLUS	  CAS-­‐laskimen	  piirtämä	  kuva	  tehtävän	  normaali-­‐jakaumasta.	  	  Haastetta	  laskimella	  ratkaisuun	  tuo	  tietenkin	  se,	  että	  löytää	  laskimesta	  oikean	  toi-­‐minnon	  ja	  tämän	  jälkeen	  vielä	  saa	  asetettua	  annetut	  arvot	  oikeisiin	  kohtiin.	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Mikäli	  kyseinen	  tehtävä	  tulkitaan	  rutiinitehtäväksi,	  ylioppilastutkintolautakunnan	  laatimien	  hyvän	  vastauksen	  piirteiden	  mukaan	  riittää,	  että	  kokelas	  tuo	  vastaukses-­‐saan	   ilmi	  käyttäneensä	  symbolista	   laskinta	   ja	  antaa	   laskimesta	  saatavan	  vastauk-­‐sen	  sopivasti	  pyöristettynä.	  Tehtävän	  ei	  siis	  voida	  todeta	  juurikaan	  mittaavan	  rat-­‐kaisijan	  aitoa	  ymmärrystä	  normaalijakaumasta.	  On	  tosin	  vaikea	  arvioida,	  pystyykö	  kukaan	  suorittamaan	  tällaista	  tehtävää	  täysin	  mekaanisesti	  ymmärtämättä	  mitään	  normaalijakaumasta	  tai	  sen	  tunnusluvuista.	  	  Toinen	  esimerkkitehtävä	  on	  kevään	  2012	  lyhyen	  matematiikan	  kokeen	  tehtävä	  14:	  	  
Vuorokauden	   keskilämpötila	   maaliskuussa	   on	   eräällä	   paikkakunnalla	   normaalija-­‐
kautunut	  niin,	  että	  odotusarvo	  on	  4,0°C	  ja	  90%	  vuorokautisista	  keskilämpötiloista	  on	  
2,0°C	  −	  6,0°C.	  Laske	  keskilämpötilan	  keskihajonta.	  
	  Jälleen	  tehtävä	  on	  melko	  lyhyt	  sanallinen	  tehtävä,	  jossa	  käytetty	  termistö	  on	  tuttua	  normaalijakaumasanastoa.	  Tällä	  kertaa	  ratkaisu	  ei	  kuitenkaan	  ole	  aivan	  yhtä	  suo-­‐raviivainen	  kuin	  ensimmäisen	  esimerkin	  kohdalla.	  Lasku	  on	  samankaltainen,	  mut-­‐ta	  osittain	  käänteinen,	  joten	  laskimen	  osuus	  tehtävän	  ratkaisussa	  pienenee	  merkit-­‐tävästi.	  	  Ratkaisu	  ilman	  laskinta:	  
	  lähde:	  http://matta.hut.fi/matta/yoteht/k12lratk.pdf	  	  Ratkaisu	  ei	  ole	  kovinkaan	  pitkä.	  Ensin	  ratkaisijan	  tulee	  poimia	  tehtävästä	  annetut	  tiedot	   ja	   ymmärtää,	   mitä	   halutaan	   ratkaista.	   Normaalijakauman	   tunnuslukujen	  ymmärtäminen	   on	   siis	   ratkaisun	   kannalta	   oleellista.	   Annettujen	   tietojen	  mukaan	  tulee	  osata	  muodostaa	  muuttujan	  normitettu	  arvo.	  Tehtävänannossa	  on	  siis	  annet-­‐tu	   satunnaismuuttujalle	   todennäköisyys	   tietyllä	  välillä,	   ja	   ratkaistavana	  on	  keski-­‐
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hajonta.	  Ratkaisussa	  oleellista	  on	  huomioida,	  että	  satunnaismuuttujan	  väli	  sijoittuu	  juuri	   tasaisesti	   odotusarvon	  molemmin	   puolin,	   jolloin	   voidaan	   käyttää	   hyödyksi	  normaalijakauman	  symmetrisyyttä.	  Tämän	  havainnon	  kautta	  saadaan	  muodostet-­‐tua	  yhtälö	  𝑃 𝑥 ≤ 6,0 = 0,95,	  jonka	  avulla	  päästään	  kiinni	  normaalijakauman	  ker-­‐tymäfunktion	   taulukkoarvoihin	   ja	   normitetun	  muuttujan	   yhtälöä	   pyörittelemällä	  vastaukseen.	  	  Laskimesta	   ei	   tämän	   tehtävän	   ratkaisussa	   juurikaan	   ole	   hyötyä.	   Tehtävä	   on	   ym-­‐märrettävä	   itse	   eikä	  pelkkien	   tehtävänannon	   tarjoamien	   lukuarvojen	   laittaminen	  laskimeen	   johda	   mihinkään.	   CAS-­‐laskimen	   normaalijakauma-­‐toiminnossa	   nimit-­‐täin	   vaaditaan	   syöttämään	   todennäköisyyden	   ylä-­‐	   ja	   alaraja	   eli	   halutun	   todennä-­‐köisyyden	  mukaiset	  muuttujan	  arvot,	   keskihajonta	   sekä	  odotusarvo.	  Tässä	   tehtä-­‐vässä	  keskihajonta	  on	  tuntematon,	  joten	  laskin	  ei	  osaa	  edetä	  ongelmassa.	  Tehtävä	  on	  siis	  hyvä	  haluttaessa	  mitata	  aitoa	  ymmärrystä	  normaalijakaumasta.	  	  Kolmas	  esimerkkitehtävä	  on	  pitkän	  matematiikan	  oppikirjasta	  Pitkä	  matematiikka	  6	  Todennäköisyys	  ja	  tilastot	  (Kangasaho	  et	  al.	  2005)	  normaalijakauma-­‐luvun	  tehtä-­‐vä	  330.	  Pitkän	  matematiikan	  YO-­‐kokeissa	  puhtaat	  normaalijakaumatehtävät	  ovat	  olleet	  viime	  vuosina	   todella	  vähissä.	  Tässä	  on	  kuitenkin	  yksi	  esimerkki	   siitä,	  mil-­‐lainen	  tehtävä	  mittaisi	  onnistuneesti	  matemaattista	  ymmärrystä	  laskimen	  käyttö-­‐taidon	  sijaan.	  	  
330.	   Kone,	   joka	   annostelee	   sokeria	   kilon	   pusseihin,	   tuottaa	   keskimäärin	   juuri	   sen	  
painoisia	  pusseja,	  kuin	  se	  on	  säädetty	  annostelemaan.	  Kone	  punnitsee	  kuitenkin	  sen	  
verran	  epätarkasti,	  että	  pussien	  painon	  keskihajonta	  on	  7,8	  g.	  Pussien	  painot	  noudat-­‐
tavat	  normaalijakaumaa.	  Minkä	  painoisia	  pusseja	  kone	  tulee	  säätää	  annostelemaan,	  
jotta	  todennäköisyys,	  että	  pussi	  painaa	  vähintään	  vaaditut	  1000	  g,	  olisi	  0,90?	  	  Ratkaisu	  ilman	  laskinta:	  Olkoon	   satunnaismuuttuja	   x	   pussin	   paino.	   Tällöin	  𝑥~𝑁 𝜇;   7,8 .	  Todennäköisyys,	  että	  pussi	   painaa	   vähintään	  1000g;	  𝑃 𝑥 ≥ 1000 = 0,90	  eli	  𝑃 𝑧 ≥ !"""!!!,! = 0,90,	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missä	   𝑧~𝑁(0,1) .	   𝑃 𝑥 ≥ 1000 = 1− 𝑃(𝑥 ≤ 1000) 	  eli	   1− 𝛷 !"""!!!,! = 0,9   →  𝛷 !"""!!!,! = 0,10.	  Taulukosta	  ei	  suoraan	  löydy	  sellaista	  normitettua	  arvoa	  𝑧,	  jolle	  𝛷 𝑧 = 0,10.	  Symmetrian	  avulla	  𝛷 −𝑧 = 1− 𝛷 𝑧 = 0,90,	   jolloin	  taulukosta	  saa-­‐daan	  − !"""!!!,! = 1,28 → 𝜇 = 1009,984…   ≈ 1010.	  Vastaus	  on	  1010g.	  	  Myös	  tämän	  tehtävän	  ratkaisu	  vaatii	  normaalijakauman	  ja	  sen	  tunnuslukujen	  ym-­‐märrystä	  eikä	  sitä	  ole	  mahdollista	  ratkaista	  vain	  syöttämällä	  annettuja	  arvoja	  las-­‐kimeen.	   Tehtävässä	   normaalisti	   jakautuneen	   satunnaismuuttujan	   odotusarvo	   on	  tuntematon,	  ja	  kuten	  aiemmin	  todettiin,	  CAS-­‐laskin	  ei	  osaa	  tällöin	  edetä	  ongelmas-­‐sa.	   Laskimen	   avulla	   onnistuu	   siis	   vain	   suoraviivaiset	   todennäköisyyslaskut	   nor-­‐maalijakaumasta	   ja	   oikein	  muotoillulla	   tehtävällä	   olisi	   hyvin	  mahdollista	   haastaa	  ratkaisijan	  aito	  matemaattinen	  ajattelukyky.	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9. Sovelluksista	  motivaatiota	  matematiikan	  tunnille	  	  
”Kun	   oppilaat	   ovat	   tarpeellisten	   harjoitusten	   avulla	   saavuttaneet	   varmuuden	   kul-­‐
loinkin	   esilläolevien	   laskutoimitusten	   suorittamisessa,	   on	   sekalaisilla	   sovelluksilla	  
erityinen	  arvonsa.”	  –	  Opetushallituksen	  mietintö	  1932	  	  Matematiikan	  opiskelu	  on	  usein	  hyvin	  teoriapainotteista.	  Tämä	  vaikuttaa	  varmasti	  osaltaan	  siihen,	  että	  matematiikka	  koetaan	  ajoittain	   tylsäksi	   ja	  puuduttavaksi	  op-­‐piaineeksi.	  Esimerkiksi	  pelit	  ja	  erilaisten	  sovellusten	  käyttö	  oppimisen	  tukena	  tuo-­‐vat	  toivottua	  vaihtelua	  opiskeluun.	  Tässä	   luvussa	  käydään	  ensin	   läpi	  yleistä	  asiaa	  sovellusten	   käytöstä	   oppitunnilla,	  minkä	   jälkeen	   esitellään	   yksi	  mielenkiintoinen	  sovellusmahdollisuus	   normaalijakauman	  opetuksen	   tueksi	   tai	  muuten	   vain	  moti-­‐vaatioksi	  matematiikan	  oppitunnille.	  
9.1. Sovellusten	  käyttö	  	  Sovellusten	   käyttöä	   osana	   matematiikan	   opetusta	   on	   tutkittu	   paljon,	   ja	   tulokset	  ovat	  yleensä	  olleet	  hyvinkin	  positiivisia.	  Erityisesti	  tietokoneen	  käyttö	  osana	  ope-­‐tusta	  tarjoaa	  lukuisia	  mahdollisuuksia	  perinteisen	  luokkahuoneopetuksen	  rinnalle.	  Vuonna	   2006	   tehtiin	   tutkimus	   tietokoneavusteisesta	   normaalijakauman	   opetuk-­‐sesta.	  Tutkimukseen	  osallistui	  15	  itävaltalaista	  lukioikäistä	  nuorta.	  	  Tutkimuksessa	  todettiin,	  että	  tietokoneen	  käyttö	  osana	  opetusta	  lisäsi	  opiskelijoiden	  aktiivisuutta	  oppitunnilla	   sekä	   paransi	   heidän	   keskittymiskykyään	   ja	  matematiikkaan	   liittyviä	  asenteitaan.	  Tutkimuksessa	  todettiin	   lisäksi,	  että	  tietokoneiden	  käyttö	  matematii-­‐kan	  tunnilla	  ei	  varsinaisesti	  säästä	  aikaa,	  mutta	  sen	  yhdistäminen	  perinteisen	  ope-­‐tuksen	   tueksi	   auttaa	   opiskelijoita	   sisäistämään	   opiskeltavan	   asian	   paremmin.	  (Fuchs,	  Simonovits	  &	  Thaller	  2006.)	  	  Myös	  Biehler	  on	  tutkinut	  (Shaughnessyn,	  2007,	  s.992	  mukaan)	  tietokoneavusteista	  opetusta	   tilastotieteessä.	  Hänen	  mukaansa	   teknologian	   liittäminen	  osaksi	   tilasto-­‐tieteen	   opetusta	   tarjoaa	   opiskelijoille	   korvaamattomia	  mahdollisuuksia	   toteuttaa	  vuorovaikutteista	   ja	   tutkimuksellista	   data-­‐analyysiä	   mahdollistaen	   apuvälineinä	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visualisoinnin	   ja	   erilaisten	   simulaatioiden	   käyttämisen.	   	   Tämä	   tukee	   opiskelijan	  tilastotieteellisten	  käsitteiden	  ja	  metodien	  ymmärrystä.	  Biehler	  esittää,	  että	  ideaa-­‐linen	  oppimista	  tukeva	  teknologinen	  ympäristö	  tarjoaa	  opiskelijalle	  työkalut	  data-­‐analyysiin,	   menetelmien	   muodostamiseen	   ja	   niiden	   arviointiin,	   sopivaan	   mallin-­‐tamiseen	   ja	   visualisointiin	   sekä	   näiden	   lisäksi	   mahdollisuuksia	   siirtyä	   vaativam-­‐paan,	  asiantuntevampaan	  tilastotieteellisen	  aineiston	  käsittelyyn.	  Lisäksi	  ihanteel-­‐linen	   teknologian	   käyttö	   opetuksen	   tukena	   yhdistää	   opiskelijan	   kannalta	  mielek-­‐kään	   kokemuksen	   tietotekniikan	   käytöstä,	   sopivan	   oppimisympäristön	   ja	  merki-­‐tyksellisen	  havainnollistuksen	  opiskeltavasta	  asiasta	  siten,	  että	  ne	  on	  mukautettu	  palvelemaan	   niin	   opiskelijan	   kuin	   opettajankin	   tavoitteita.	   (Schaughnessy	   2007,	  992.)	  	  	  Suomessa	   yksi	   suosituista	   opetuksen	   apuna	   käytetyistä	   tietokoneohjelmista	   on	  GeoGebra.	   Se	   tarjoaa	   mahdollisuuksia	   myös	   tietokoneavusteiseen	   normaalija-­‐kauman	   käsittelyyn.	   GeoGebra-­‐avusteista	   tutkivaa	   matematiikkaa	   on	   tutkinut	  muun	  muassa	  Marjo	  Yli-­‐Tokola	   (2012)	  pro	   gradu	   -­‐tutkielmassaan,	   jossa	  mukana	  oli	  myös	  normaalijakauman	  opetusta.	  Seuraavassa	  alaluvussa	  esittelen	  yhden	  so-­‐vellusidean	   normaalijakauman	   opetuksen	   tueksi.	   Kyseisestä	   sovelluksesta	   löytyy	  paljon	  myös	  tietokonesimulaatioita.	  
9.2. Galtonin	  lauta	  
	  Galtonin	   lauta	   on	   englantilaisen	   tiedemiehen	   Sir	   Francis	   Galtonin	   (1822–1911)	  kehittelemä	  väline,	  jonka	  avulla	  Galton	  halusi	  ilmentää	  luonnon	  sattumanvaraisten	  tapahtumien	  summautuvan	  aina	  kohti	  hallittua	  järjestystä.	  Laudan	  toiminta	  perus-­‐tuu	  useisiin	  peräkkäisiin	  sattumanvaraisiin	  tapahtumiin,	  ja	  vaikka	  laudan	  rakenne	  on	   melko	   yksinkertainen,	   sen	   toiminta	   kuvaa	   taianomaisella	   tavalla	   normaalija-­‐kauman	  muodostumista	   ja	  hajonnan	  syntymistä,	   keskeistä	   raja-­‐arvolausetta	   sekä	  binomijakauman	   normaaliapproksimaatiota.	   (Forrest,	   1974.)	   Galtonin	   lauta	   -­‐nimen	   lisäksi	   tästä	  välineestä	  käytetään	  myös	  nimityksiä	   ”beam	  machine”,	   ”quin-­‐qunx”	  ja	  ”Galtonin	  laatikko”.	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9.2.1. 	  Laudan	  rakenne	  	  Lauta	  koostuu	  pystyssä	  olevasta,	   raamitetusta	   taulusta,	   jonka	  etuosa	  on	   lasitettu.	  Lauta	  muodostuu	  kolmion	  tai	  nelikulmion	  muotoisesta	  keskiosasta,	  johon	  on	  ase-­‐tettu	  tappeja	  päällekkäisiin	  riveihin	  tasaisin	  välein.	  Rivit	  on	  aseteltu	  siten,	  että	  jo-­‐kainen	   tappi	   on	   tarkalleen	   kahden	   yläpuolella	   olevan	   tapin	   keskivälissä.	   Laudan	  yläosaan	   tappirivien	   yläpuolelle	   on	   asetettuna	   liuskat	   siten,	   että	  ne	  muodostavat	  suppilon.	   Suppilon	   tarkoituksena	   on	   ohjata	   laudalle	   putoavat	   pallot	   täsmälleen	  ylimmän	   rivin	   keskimmäisen	   tapin	   keskikohtaan.	   Laudan	   alaosa	   on	   nelikulmion	  muotoinen,	   ja	   se	   on	   jaettu	   saman	   levyisiin	   pystysuoriin	   lokeroihin,	   joihin	   pallot	  kerääntyvät	  ohitettuaan	  kaikki	  tappirivit.	  Lauta	  sisältää	  tietyn	  määrän	  palloja,	  joi-­‐den	  halkaisijan	  tulee	  olla	  pienempi	  kuin	  tappien	  välimatka,	   jotta	  ne	  pääsevät	  vai-­‐vattomasti	  kulkemaan	  tappien	  välissä.	  Suppiloksi	  asetetut	  liuskat	  ohjaavat	  ylhäällä	  olevat	  pallot	  putoamaan	  suoraa	  ensimmäisen	  rivin	  keskimmäiseen	  tappiin.	  Siitä	  ne	  jatkavat	   kulkuaan	   sattumanvaraisesti	   pudoten	   aina	   yhtä	   todennäköisesti	   kunkin	  tapin	  oikealle	  tai	  vasemmalle	  puolelle.	  Tapit	  on	  asetettu	  siten,	  että	  jokainen	  putoa-­‐va	  pallo	  osuu	  jokaisella	  rivillä	  tappiin.	  (Galton	  1889,	  63–64.)	  	  
	  
Kuva	  4.	  Alkuperäinen	  Galtonin	  teoksessaan	  Natural	  Inheritance	  esittelemä	  lauta	  vuodelta	  1889	  (Galton	  1889,	  s.63).	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9.2.2. 	  Laudan	  toiminta	  	  Pallojen	  muodostama	   virta	   suppilosta	   alaspäin	   leviää,	   kun	   pallot	   putoavat	   sattu-­‐manvaraisesti	  alaspäin.	  Lopulta	  jokainen	  pallo	  päätyy	  johonkin	  lokeroon	  viimeisen	  tappirivin	   jälkeen.	   Yksittäinen	  pallo	   putoaa	   siis	   yhtä	   suurella	   todennäköisyydellä	  kunkin	  tapin	  oikealle	  ja	  vasemmalle	  puolelle	  𝑝 = 𝑞 = !!	  .	  Merkitään	  laudan	  tappiri-­‐vien	   lukumäärää	   kirjaimella  𝑛.	   Nyt	   jos	   pallo	   osuessaan	   tappeihin	   putoaa	   vasem-­‐malle	   puolelle	  𝑘	  kertaa,	   sen	   täytyy	   pudota	   oikealle	   puolelle	  𝑛 − 𝑘	  kertaa.	   Tällöin	  pallo	  päätyy	   lopulta	  (𝑘 + 1):teen	   lokeroon	  oikealta	   laskettuna	  olettaen,	  että	  pallo	  pääsee	   kulkemaan	   reitin	   ensimmäiselle	   lokerolle	   putoamatta	   kertaakaan	   vasem-­‐malle.	   	  Voidaan	   laskea	   todennäköisyys	   	   	   sille,	  että	  pallo	  putoaa	   tapin	  vasemmalle	  puolelle	  𝑘 	  kertaa	  𝑃 = !! ! 	  ja	   oikealle	   puolelle	  (𝑛 − 𝑘) 	  kertaa𝑄 = !! (!!!) .	   Näin	  saadaan	  laskettua	  todennäköisyys	  sille,	  että	  pallo	  putoaa	  lokeroon	  (𝑘 + 1)	  kaavalla	  !! ! ∙ !! (!!!).	  Lisäksi	  pallolla	  on	  monta	  mahdollista	  reittiä,	  joita	  pitkin	  se	  voi	  kul-­‐kea	  kuhunkin	   lokeroon.	   Jos	   se	  esimerkiksi	  putoaa	  kaksi	  kertaa	   tapin	  vasemmalle	  (v)	  ja	  loput	  oikealle	  (o)	  puolelle	  se	  voi	  kulkea	  reittejä	  v-­‐v-­‐o-­‐o-­‐o…,	  v-­‐o-­‐v-­‐o-­‐o-­‐…,	  v-­‐o-­‐o-­‐
v-­‐o…	  ja	  niin	  edelleen.	  Kaikki	  pallon	  mahdolliset	  reitit	  saadaan	  laskemalla	  kaikki	  k-­‐alkioiset	   kombinaatiot	   n-­‐alkioisesta	   joukosta	   binomikertoimen	   𝑛𝑘 	  avulla.	   (math-­‐world.)	  	  Nyt	  saadaan	  laskettua	  todennäköisyys,	  millä	  pallo	  putoaa	  kuhunkin	  lokeroon	  kul-­‐kemastaan	   reitistä	   huolimatta;	  𝑃 𝑘 𝑛 = 𝑛𝑘 !! ! ∙ !! (!!!) .	   Tämä	   on	   binomija-­‐kauman	   kaava	   todennäköisyydellä	  𝑝 = 𝑞 = !!	  eli	   kuulat	   kasautuvat	   lokeroihin	   bi-­‐nomijakauman	  mukaisesti.	  Ajoittain	   sattumanvaraiset	   tapahtumat	   suosivat	  pallo-­‐jen	  kasaantuvan	  toiselle	  puolelle	  enemmän	  kuin	  toiselle.	  Tällaiset	  sattumat	  kuiten-­‐kin	   tasoittuvat	   vastaavien	   sattumien	   avulla	   toiseen	   suuntaan,	   kunhan	   putoavien	  pallojen	  määrä	  on	  tarpeeksi	  suuri.	  Suurin	  osa	  palloista	  hakeutuu	  lokeroihin,	  jotka	  sijaitsevat	   kohtisuorasti	   suppilon	   suun	  alapuolella.	  Osa	  poikkeaa	  eri	   etäisyyksille	  keskilinjan	  oikealle	  tai	  vasemmalle	  puolelle,	  mutta	  nämä	  pallot	  vähenevät	  nopeasti	  kun	  niiden	  poikkeama	  etäisyys	  kasvaa.	  Galtonin	  sanoin	   tämä	  kuvastaa	  sitä,	  miksi	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keskinkertaisuus	   on	   niin	   yleistä	   ja	   toisaalta	   sitä,	   miten	   hajonta	   syntyy.	   (Galton	  1889,	  64–65,	  mathworld.)	  	  Kuulien	   muodostama	   binomijakauman	   figuuri	   toistuu	   aina	   lähes	   samanlaisena	  huolimatta	  siitä,	  kuinka	  monta	  kertaa	  koetta	  toistetaan.	  Jos	  tappirivien	  lukumäärää	  kasvatettaisiin,	  tiputettavat	  pallot	  olisivat	  hyvin	  pieniä	  ja	  sarakkeet	  siten	  kapeam-­‐pia.	   Jos	   tiputettavien	   pallojen	   määrää	   lisättäisiin,	   alkaisi	   sarakkeisiin	   asettuvien	  pallojen	  hahmottelema	  muoto	   lähestyä	  normaalijakaumaa.	  Toisaalta	   jos	   lauta	  pi-­‐dettäisiin	  muuttumattomana	   ja	  pallojen	  määrää	   lisättäisiin,	  puolet	  palloista	  puto-­‐aisi	  edelleen	  saman	  etäisyyden	  sisälle	  kuin	  ennen,	   ja	  näin	  sarakkeisiin	  asettuvien	  pallojen	  muodostama	  jakauma	  säilyisi	  edelleen	  normaalijakaumana	  muuttuen	  vain	  jyrkemmäksi.	   (Galton	   1889,	   65.)	   Pallojen	   voidaan	   ajatella	   olevan	   toisistaan	   riip-­‐pumattomia	  satunnaismuuttujia,	  joilla	  on	  tietty	  odotusarvo	  ja	  siten	  myös	  varianssi.	  Kun	   satunnaismuuttujien	   määrää	   kasvatetaan	  (𝑛 → ∞)	  eli	   pallojen	   määrää	   lisä-­‐tään,	   niiden	   summan	   jakauma	   lähestyy	   normaalijakaumaa,	   kuten	   juuri	   todettiin.	  Näin	   Galtonin	   lauta	   havainnollistaa	   täydellisesti	   keskeistä	   raja-­‐arvolausetta,	   nor-­‐maalijakaumaa	  ja	  binomijakauman	  normaaliapproksimaatiota.	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10. Johtopäätökset	  	  Tutkielmani	  tarkoituksena	  oli	  selvittää	  normaalijakauman	  asemaa	  nykypäivän	  lu-­‐kiomatematiikassa.	  Lähestyin	  tutkimustehtävää	  useista	  eri	  suunnista.	  Tutkin	  nor-­‐maalijakauman	   asemaa	   historiallisesta	   näkökulmasta,	   vanhojen	   ja	   nykyisen	   ope-­‐tussuunnitelman	   valossa,	   oppikirjojen	   tarjoaman	   sisällön	   kautta	   sekä	   ylioppilas-­‐tehtävien	  ja	  opiskelijoiden	  niissä	  menestymisen	  perusteella.	  Tutkielmani	  päätöslu-­‐vussa	  kokoan	  yhteen	   johtopäätökset	   ja	   jatkan	  omaa	  pohdintaa	   aiheesta.	   Lopussa	  on	   myös	   pohdintaa	   tutkielman	   tekemisestä	   sekä	   siitä,	   miten	   se	   vaikutti	   omaan	  kasvuuni	  kohti	  opettajuutta.	  
10.1. Normaalijakauman	  asema	  	  Alun	  perin	  normaalijakauma	  on	  siis	  kehitetty	  tarpeellisuuden	  kautta	  muun	  muassa	  mittausvirheitä	   kuvaamaan.	   Historian	   saatossa	   tätä	   todennäköisyysjakaumista	  tärkeintä	  on	  hyödynnetty	   lukuisiin	  sovelluksiin	   ja	  mallinnuksiin,	  eikä	  sen	   tärkey-­‐destä	  ole	  tarvinnut	  kiistellä.	  Se	  on	  myös	  kirjallisten	  suunnitelmien	  perusteella	  kuu-­‐lunut	  lukiotasoiseen	  opetukseen	  jo	  useiden	  vuosikymmenten	  ajan.	  Opetussuunni-­‐telmia	   ja	   niiden	   edeltäviä	   vastineita	   tutkittaessa	   on	   kuitenkin	   havaittavissa,	   että	  normaalijakauma	  on	  joutunut	  väistymään	  viime	  vuosina	  hieman	  taka-­‐alalle	  ja	  sen	  asema	  suomalaisessa	  lukio-­‐opetuksessa	  on	  heikentynyt.	  Syytä	  tälle	  on	  vaikea	  arvi-­‐oida,	   sillä	   tilastotieteen	   taidot	   ja	   normaalijakauma	   sen	   osa-­‐alueena	   ovat	   tulevai-­‐suuden	  tietoteknisessä	   ja	   tilastoista	   täyttyvässä	  maailmassa	  kallisarvoista	  valuut-­‐taa.	   Voisiko	   olla,	   että	   normaalijakauma	   koetaan	   liian	   haasteellisena	   aihealueena	  lukion	  opiskelijoille	  ja	  siksi	  siitä	  mielellään	  karsitaan?	  	  Normaalijakauma	  on	  nähty	  hyödyllisenä	  apuvälineenä	  niin	  historiansa	  alkuvaiheil-­‐la	   kuin	   myös	   koulussa.	   Erityisesti	   vanhoissa	   opetussuunnitelmissa	   normaalija-­‐kauma	  sisältyy	   jo	  matematiikan	  ensimmäiseen	  opiskeltavaan	  kurssiin	   ja	  sen	  ope-­‐tukseen	  suositeltavat	  tuntimäärät	  ovat	  melko	  suuria.	  Aiheeseen	  liittyvä	  teoriasisäl-­‐tö	  onkin	  pysynyt	  vuosien	  varrella	  lähes	  samanlaisena,	  mutta	  aiheen	  painotus	  ope-­‐tuksessa	   on	   pienentynyt	   selkeästi.	   Aiheen	   painottamisen	   vähentyminen	   näkyi	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etenkin	  vuosien	  1994	  ja	  2003	  opetussuunnitelmissa,	  joissa	  se	  jäi	  pois	  sekä	  pitkän	  että	   lyhyen	   matematiikan	   ensimmäisten	   kurssien	   oppisisällöistä.	   Samalla	   kun	  normaalijakauman	  paikka	  opetussuunnitelmassa	  on	  muuttunut,	  on	  myös	  sen	  sisäl-­‐löllisessä	   opetuksessa	   havaittavissa	   joitakin	  muutoksia.	   Esimerkiksi	   aiemmin	   yli-­‐oppilastehtävissäkin	  näkynyt	   luottamusvälin	   laskeminen	  on	   jäänyt	  nykyisistä	  op-­‐pikirjoista	  kokonaan	  pois.	  Lisäksi	  vanhojen	  ylioppilaskirjoitusten	  tehtäviä	  tutkitta-­‐essa	  on	  havaittavissa	   tehtävien	  muuttuminen	  mekaanisemmiksi	   ja	  kaavamaisem-­‐miksi	  eivätkä	  ne	  vaadi	  enää	  yleensä	  kovinkaan	  suurta	  soveltavaa	  ajattelua.	  	  	  Oppikirjoja	   vertaillessani	   totesin,	   että	   lyhyen	   ja	   pitkän	  matematiikan	   osalta	   nor-­‐maalijakaumaan	   liittyvä	   teoria	   näyttää	   sisällöllisesti	   lähestulkoon	   samalta.	   Mo-­‐lemmissa	   tutustutaan	   normaalijakauman	  muotoon	   sekä	   yleisimpiin	   tunnuslukui-­‐hin	  ja	  normaalijakauman	  normittamiseen.	  Toisaalta	  ylioppilaskokeita	  vertailtaessa	  lyhyen	  ja	  pitkän	  matematiikan	  välillä	  on	  normaalijakaumaan	  liittyvissä	  tehtävissä	  melko	   suuri	   ero.	   Pitkän	  matematiikan	   tehtävät	   ovat	   harvoin	   selkeitä	   normaalija-­‐kaumatehtäviä,	  vaan	  ne	  liittyvät	  yleisesti	  jakaumiin	  ja	  vaativat	  jakaumien	  tunnus-­‐lukujen	   osaamista	   ja	   käyttöä.	   Erityisesti	   jatkuvan	   jakauman	   tiheys-­‐	   ja	   kertymä-­‐funktioiden	   hallinnasta	   oli	   hyötyä	  monen	   vuoden	   kokeissa.	   Lyhyessä	  matematii-­‐kassa	  taas	  oli	  lähes	  joka	  vuosi	  erotettavissa	  kokeesta	  selkeä	  normaalijakaumateh-­‐tävä.	  Kokelaat	   eivät	  ole	  kuitenkaan	  kovin	  aktiivisia	  valitsemaan	  näitä	   tehtäviä,	   ja	  niistä	  ansaittu	  pistekeskiarvo	  on	  usein	  harmillisen	  alhainen.	  Tämä	  siitäkin	  huoli-­‐matta,	   että	  kyseiset	   tehtävät	  osoittautuivat	  usein	  hyvin	   suoraviivaisiksi	   ja	   kaava-­‐maisiksi	   tehtäviksi,	   joista	   viime	   vuosina	   on	   lähes	   järjestäen	   selvinnyt	   osaamalla	  normaalijakauman	  normituksen	  ja	  kertymäfunktion	  taulukkoarvojen	  käytön.	  Lah-­‐tisen	   keräämien	   kommenttien	   perusteella	   yksi	   suurimmista	   pisteitä	   rokottavista	  virheistä	  näissä	  tehtävissä	  on	  liian	  epätarkat	  tai	  puutteelliset	  välivaiheet	  ja	  perus-­‐telut.	  	  Lyhyen	  ja	  pitkän	  matematiikan	  erot	  tulivat	  siis	  esiin	  erityisen	  hyvin	  ylioppilaskir-­‐joitusten	   tehtävien	  kautta	  verrattaessa	  pitkän	  matematiikan	   teoreettisia	   ja	   sovel-­‐tavampaa	  ajattelua	  vaativia	  tehtäviä	   lyhyen	  matematiikan	  kaavamaisiin	   ja	   lähem-­‐mäs	   arkielämää	   sijoittuviin,	   mekaanisiin	   tehtäviin.	   Mainittakoon	   kuitenkin	   vielä,	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että	  useimmat	  pitkän	  matematiikan	  tehtävät	  palautuivat	  onnistuneen	  alkupohdin-­‐nan	  ja	  jäsentämisen	  jälkeen	  melko	  suoraviivaisiksi	  tehtäviksi.	  
10.2. Normaalijakauma	  luokkahuoneessa	  	  Normaalijakauman	  opettaminen	  vaatii	  opettajalta	  monen	  asian	  huomioonottamis-­‐ta.	   Tilastotieteen	   kurssi	   vaatii	   oppilaiden	   matemaattisen	   ajattelun	   kehittymisen	  lisäksi	   myös	   tilastotieteellisen	   ajattelun	   kehittymistä.	   On	   tärkeää,	   että	   opiskelija	  ymmärtää	   tilastotieteellisen	   prosessin	   kokonaisuutena	   ja	   osaa	   yhdistää	   tehtävät	  kulloiseenkin	  kontekstiin.	  Erilaiset	  projektit	  ja	  tutkivan	  oppimisen	  mukaiset	  mene-­‐telmät	   tukisivat	   ihanteellisesti	   opiskelijan	   syvällisemmän	   ymmärryksen	   kehitty-­‐mistä	   ja	   kokonaisuuden	  hahmottamista.	  Matematiikan	   oppitunnilla	   usein	   vaivaa-­‐van	  kiireen	  sekä	  asian	  paljouden	  takia	  tällaiset	  projektit	  jäävät	  kuitenkin	  todennä-­‐köisesti	  harmillisen	  usein	  toteuttamatta.	  	  Oppikirjojen	  analyysin	  perusteella	  opetussuunnitelman	  asettamat	   tavoitteet	   tule-­‐vat	   lukio-­‐opetuksessa	   hyvin	   täytettyä.	   Kaikki	   analyysissä	   mukana	   olleet	   kirjat	  opettavat	   normaalijakauman	   onnistuneesti	   omalla	   tavallaan.	   Kirjojen	   opetustyy-­‐leissä	  on	  kuitenkin	  selkeitä	  eroja,	  ja	  kirjat	  tukevat	  selvästi	  erilaisia	  oppijoita.	  Luo-­‐kassa	  on	  aina	  erilaisia	  opiskelijoita,	  minkä	  vuoksi	  opettajan	  on	  tärkeä	  tukea	  kaik-­‐kien	   oppimista	  monipuolisella	   opetuksella.	   Kirjan	   tukena	   opettaja	   voi	   käyttää	   li-­‐sämateriaalia	   tai	   kehittää	   esimerkiksi	   mielenkiintoisen	   sovelluksen	   aiheesta.	   Li-­‐säksi	  opettajan	  on	  hyvä	  tiedostaa	  yleiset	  kunkin	  aiheen	  oppimista	  häiritsevät	  sei-­‐kat.	   Tutkimusten	  mukaan	   tilastotieteen	  opiskelun	   tekee	  monelle	   vaikeaksi	  muun	  muassa	  pelko	  matematiikkaa	  kohtaan,	  hämmentävä	   terminologia	   ja	   tilastotieteen	  vaatima	  abstrakti,	  todennäköisyyksiin	  pohjautuva	  ajattelutyyli.	  	  	  Normaalijakauma	   asettuu	   aiheena	   aina	   oppikirjan	   viimeiseksi	   varsinaiseksi	   ai-­‐heeksi,	  minkä	   vuoksi	   vaarana	   on,	   ettei	   sen	   käsittelylle	   jää	   oppitunnilla	   tarpeeksi	  aikaa.	  Kiire	  vaivaa	  erityisesti	  pitkän	  matematiikan	  kursseilla.	  Voidaan	  siis	  olettaa,	  että	   aiheen	   opiskelu	   kärsii	   ajoittain	   ajanpuutteen	   vuoksi.	   Tällä	   voitaisiin	   osaksi	  selittää	  ylioppilaskokeissa	  havaittavaa	  pientä	  valitsijaprosenttia	  sekä	  heikkoa	  me-­‐
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nestystä	  normaalijakaumatehtäviin	  liittyen.	  Täysin	  suoraviivainen	  perustehtävä	  on	  selvästi	  vielä	  useimmille	  mahdollinen,	  mutta	  jo	  vähäistäkin	  soveltavaa	  ajattelua	  tai	  käänteistä	  kaavan	  käyttöä	  vaativat	  tehtävät	  ovat	  useimmille	  ylivoimaisia.	  Ylioppi-­‐lastehtävissä	  on	  ajoittain	  myös	  esiintynyt	   tehtäviä,	   joita	  ei	  oppikirjojen	  analyysin	  perusteella	   edes	   kursseilla	   aina	   käsitellä.	   Esimerkkinä	   tällaisesta	   mainittakoon	  binomijakauman	  normaaliapproksimaatio,	  mistä	  on	  ollut	  tehtävä	  sekä	  lyhyen	  että	  pitkän	  matematiikan	  ylioppilaskokeessa.	  Normaaliapproksimaatiota	  ei	  kuitenkaan	  lyhyen	  matematiikan	  oppikirjoista	  yleensä	  löydy	  lainkaan	  ja	  pitkän	  matematiikan	  kirjoissa	  se	  esiintyy	  joko	  normaalijakaumakappaleen	  osana	  tai	  ekstraosiossa,	  joka	  saatetaan	  oppitunnilla	  sivuuttaa.	  Suurin	  osa	  ylioppilaskokeiden	  normaalijakauma-­‐tehtävistä	   on	   kuitenkin	   täysin	   suoraviivaisia	   perustehtäviä,	   joiden	   täydelliseen	  ratkaisemiseen	   oppikirjojen	   tarjoama	   teoriapohja	   riittää	   hyvin.	   Erityisesti	   tämä	  näkyy	   lyhyen	   matematiikan	   kokeissa,	   joissa	   normaalijakaumatehtävät	   ovat	   huo-­‐mattavasti	  yleisempiä	  kuin	  pitkän	  matematiikan	  kokeissa.	  	  	  Vuonna	  2012	  voimaan	   tullut	  matematiikan	  ylioppilaskoetta	  koskeva	   laskinuudis-­‐tus	   tulee	   odotettavasti	   jonkin	   verran	  muuttamaan	   ylioppilaskoetta	   ja	   siten	  myös	  lukion	  matematiikan	   opetusta.	   Siirryttäessä	   käyttämään	   yhä	   viisaampia	   laskimia	  tarvitaan	  tehtäviä,	   joilla	  on	  mahdollista	  mitata	  opiskelijoiden	  aitoa	  matemaattista	  ymmärrystä	  laskimennäppäilytaidon	  sijaan.	  	  Normaalijakaumassa	  on	  potentiaalia,	  jota	  voitaisiin	  hyödyntää	  kehitettäessä	  ja	  mitattaessa	  opiskelijoiden	  matemaattista	  ja	  tilastotieteellistä	  ajattelua.	  Kuten	  kahdeksannessa	  luvussa	  esitellään,	  on	  esimer-­‐kiksi	  mahdollista	  muodostaa	  normaalijakaumatehtäviä,	  joita	  ei	  pysty	  ratkaisemaan	  suoraan	   laskimen	   avulla	   vaan	   ratkaisussa	   vaaditaan	   tehtävän	   aitoa	   ymmärrystä.	  Lisäksi	  kouluissa	  jo	  tällä	  hetkellä	  korkealle	  arvostettu	  tutkiva	  oppiminen	  on	  mah-­‐dollista	  liittää	  osaksi	  matematiikan	  opetusta	  juuri	  tilastotieteellisillä	  ja	  normaalija-­‐kaumaan	   perehdyttävillä	   projekteilla.	   Aiheen	   opiskelussa	   on	   myös	   mahdollista	  hyödyntää	   monipuolisesti	   tietotekniikkaa,	   mikä	   lisää	   tutkimustulosten	   mukaan	  opiskelijoiden	  motivaatiota	  ja	  opetuksen	  monipuolisuutta.	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10.3. Tutkielma	  projektina	  sekä	  askeleena	  opettajuuteen	  	  Tutkielman	   toteuttaminen	   on	   ollut	   erittäin	  monivaiheinen	   projekti.	   Tämä	   suurin	  koskaan	   itsenäisesti	   toteuttamani	   työ	   on	   todellakin	   vaatinut	   ajoittain	   astumista	  oman	  mukavuusalueen	  ulkopuolelle	  ja	  tuonut	  eteen	  myös	  monia	  epäonnistumisia	  tai	   väärään	   suuntaan	   kääntymisiä.	   Kokonaisuudessaan	   tutkielman	   toteuttaminen	  on	  ollut	  kuitenkin	  erittäin	  kasvattavaa	  ja	  mielenkiintoista	  työskentelyä.	  Se	  on	  täy-­‐dentänyt	  yliopisto-­‐opintojen	  muodostaman	  kokonaisuuden	  sekä	  saanut	  minut	  as-­‐tumaan	   taas	   askeleen	   lähemmäksi	   omaa	   opettajuuttani.	   Tutkielman	   kautta	   olen	  jälleen	  oppinut	  paljon	  hyödyllistä	  tietoa	  tulevaisuutta	  varten,	  ja	  mikä	  parasta,	  saa-­‐nut	  paljon	  uusia	  ja	  hyödyllisiä	  ideoita	  omaan	  opetukseeni.	  	  Opettajana	  haluan	  pyrkiä	  ymmärtämään	  oppilaita	  ja	  opiskelijoita	  mahdollisimman	  hyvin	  ja	  pääsemään	  niin	  sanotusti	  käsiksi	  heidän	  ajattelutasoonsa.	  Tätä	  kautta	  ha-­‐luaisin	   tukea	   jokaisen	   oppilaan	   yksilöllistä	   kehittymistä.	   Tutkielman	   tekemisessä	  opettavaisinta	  ja	  parasta	  olivatkin	  juuri	  ne	  vaiheet,	  joissa	  pääsin	  tutkimaan	  aihetta	  opiskelijoiden	  silmin.	  Tällaisia	  olivat	  esimerkiksi	  ylioppilastehtävien	  ja	  niiden	  rat-­‐kaisujen	  kokoaminen	  sekä	  aiheeseen	  liittyvien	  vaikeuksien	  tunnistaminen.	  Opetta-­‐jan	  on	  myös	  mielestäni	  erittäin	  tärkeää	  tiedostaa,	  mikä	  kussakin	  aiheessa	  tuottaa	  opiskelijoille	  vaikeuksia	   ja	  huomioida	  nämä	  seikat	  opetusta	  suunnitellessaan.	  Itse	  aion	  myös	  opettajana	  pyrkiä	  mahdollisimman	  hyvin	  elävöittämään	  opiskelua	  sekä	  kasvattamaan	  opiskelijoiden	  motivaatiota	  erilaisten	  sovellusten	  avulla.	  Esimerkik-­‐si	   normaalijakauman	   opiskelun	   tueksi	   olisi	   mielenkiintoista	   päästä	   testaamaan	  Galtonin	  laudan	  toimintaa	  sekä	  pohtia	  yhdessä	  opiskelijoiden	  kanssa	  siihen	  liitty-­‐viä	  havaintoja.	  	  Tutkielmani	  pohjalta	  voidaan	  valitettavasti	  todeta,	  ettei	  normaalijakauman	  asema	  ole	  tällä	  hetkellä	  kovinkaan	  kehuttava.	  Mielenkiintoinen	  jatkotutkimusaihe	  olisikin	  selvittää,	  mitä	  mieltä	  opiskelijat	  ovat	  normaalijakaumasta,	  sen	  asemasta	  ja	  tärkey-­‐destä	  nykypäivänä.	  Lisäksi	  olisi	  erittäin	  mielenkiintoista	  tutkia	  opiskelijoiden	  eroja	  normaalijakaumatehtävien	  suorittamisessa	  uuden	  CAS-­‐laskimen	  avulla	  verrattuna	  ilman	   laskinta	   suorittaviin	   opiskelijoihin.	   Myös	   sovellusten	   vaikutus	   normaalija-­‐
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kauman	   oppimiseen	   ja	   asenteisiin	   olisi	   mielenkiintoinen	   jatkotutkimussuunta.	  Toivon	  kovasti,	  että	  myös	  joku	  opiskelijoista	  kiinnostuisi	  tutkimaan	  aihetta	  ja	  sai-­‐simme	   sitä	   kautta	   paljon	   arvokasta	   tietoa.	  Nyt	   siirryn	   kuitenkin	   itse	   odottamaan	  innolla	  oikeaa	  työskentelyä	  omien	  opiskelijoideni	  parissa.	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